February 6, 2018

1 Forelasning VIII

1.1 Punktskattning
Punktskattning av p

e Vilater {&1, &, ..., &, } vara oberoende likafordelade stokastiska variabler
(med ett gemensamt p).

o & =:pu* ir en punktskattning av u, en stokastisk variabel.

e Vi antar att man har observerat virden xq, xo,...,x, av dessa. Da ar
T = 'u:)bs en observerad punktskattning av u, ett tal.

Ex: Med (observerade) virden
{1‘2, o, X3, 56'4} = {48.07 49.0, 50.5, 505}
ar
T= =495

Kommentarer

Man kan ténka sig andra typer av punktskattningar av u, ex.vis genom
att skriva dem i storleksordning (som stor. var.), kan man ta

* Emin + gmax
2

eller
w* = det mittersta av &.

Punktskattning av o2 och o

e Med {&, &, ...,&,} som ovan anvinder man punktskattningen av o2,
som ser ut sa har, om p kénd:

o= 13 - . (1)

eller da p okénd:

i 68 @

(Man kan visa att dessa ar v.v.r. , d.v.s. E(0?") = 02.)

e Med samma exempel som ovan ar motsvarande observerade pumktskat-
2

tning av o
O'Zgbs =1.5.
e Punktskattningen av o far genom att dra roten ur (2) och p.s.s. med
observerad punktskattning, som alltsa &r Jébs =1.22474 ...

Obs! J(*)bs finns pa minirdknaren.



1.2 Intervallskattning

Vi erinrar oss om frekvens- och fordelningsfunktion f6r standardnrmalférdelningen
ar

—2*/2 4ch

e

dér ®(z) finns tabellerad.

Ibland vill man skatta en parameter med ett intervall, sasom p fér en nor-
malférdelning. Detta innebar att man med stor sdkerhet, ex.vis 95%, vill pasta
att u € [a, b], ett intervall som inte &r alltfor stort. Vi skall nedan intervallskatta
woch o (bara) for en normalférdelning. For detta infor vi, for N(0, 1), kvantiler.
Ex,vis ar & = Ag.g5 = 1.6455, det x, sadant att 0.95 = 95% av arean under ¢(x)
ar t.v. om detta z.

1.2.1 Intervallskattning av y i normalférdelning

Vi har sedan tidigare att for &, kK = 1,2, ...n likaférdelade och oberoende och
med v.v. pu och standardavvikelse o, att

¢:=>1_,& har E(¢) =n-poch V(¢) = no?
och , (3)

n:=7% har E(n) =n-puoch V(n) = %.

p da o kdnd  Givet & och n som i (3) dér vi dessutom antar att & € N(u, o).
Vi skall da utnyttja punktskattningen z for att gora en intervallskattning av p.
Vi vet att z € N(u, 0/y/n). Vi borjar med att bestimma a, s& att

—a<é-p<a

med, sdg 1 — a = 95%:s sakerhet, d.v.s. @ = 5% = 0.05. Vi gér om mittenledet
till en N(0, 1) stok. var. Vi skriver detta ekvivalent som

a 5 p_a 6 p

- € N(0,1). (4)
NN TN TN

P.g.a. symmetri far vi vénster och hoger grins som x = —\, /2 och z = X\, /5.

Vi sitter vinsterled till —\, /o och HL till A, /2 i (4) och far en tvasidig inter-
vallskattning av p som

)\a/2< <)\a/2<:>§ )\a/ga/f<u<§+)\a/20'/\f (5)

/f

eller som intervall

IE_ )\0/20/\/’57 g+)‘a/20/\/ﬂ .



Motsvarande observerade intervallskatining ges av
T—o/Vn<p<THo/Vn. (6)

eller som intervall

[ = Aay20/V/n, T+ Aajao/Vn] .

Ex 1 Ett observerat stickprov pa p ar {48.0,49.0,50.5,50.5} av storlek n = 4
av en normalford. N(u,0.5). Bestdm

(a) ett tvasidigt 95% konfidensintervall for p.
(b) ett ensidigt nedat begrénsat 95% konfidensintervall for p.
Losning

(a) ett tvasidigt (symmetriskt) 95% konfidensintervall for p: Ay /2 = Xo.o25 =
{tabell} = 1.96Nu ar T = 49.5. Konfidensintervallet &r

[49.01, 49.99].

(b) Vi behover kvantilen —\, = —Xg.05 = —1.6455. .., som har 95% t.h., se
figur.

Ett ensidigt nedat begransat 95% konfidensintervall for p ser ut sa har

g

[j_)\a'%,oo

) = [49.1, 00).

©da o okand I detta fall betraktar vi forst variansen som en stokastisk
variabel, en punktskattning:

I Y3 ™)
k=1

e Obs, man borde dividera med n och inte n — 1 men divisionen med n — 1
gor att o2 blir v.v.r., d.v.s.

E(c?") = o2
Den &r dessutom den mest effektiva.

e Motsvarande observerade punktskattning ar

n

« 1 _
oZohs = 8 = n_lz(ffk—f)2- (8)
k=1

Vidare maste vi veta férdelningen for detta o.

Det &r en fordelning som liknar N(0, 1) men med lite "bredare” form.



Ex 2 Vi léser (a) och (b) men med o oként. Med samma observerade
stickprov som i foregiende exempel men med o punktskattar vi o med (7) eller
med direkt med (8). Man far den v.v.r. skattningen av 02, som man drar roten
ur for att fa ol.

Berdkning ger observerad punktskattning s av ¢ som

s =1.22474 ...

Med ett stickprov av storleken n = 4 talar man om antal ” frihetsgrader” n—1 =
3.

(a) Ett tvasidigt 95% intervall Vi ser i tabell for ¢—foérdelningen att motsva-
rade kvantil (fraktil i boken) &r ¢,/2(3) = 3.19. Vi har samma medelvérde
49.5. Det ger det tvasidiga konfidensintervallet

[47.5465,51.4535].

(b) Vi far kvantilen ¢, = tg.05 = 2.35 och motsvarande konfidensintervall

[48.0609, 00) .

1.2.2 Intervallskattning av o2 och ¢

Hér utgar vi fran samma typ av stickprov med & € N(u, o). Punktskattningen
av o2 #r (7). Oftast dir det ett uppat begriinsat intervall som soks, d.v.s. av typ
[0,a). Man utnyttjar da x?—fordelningen. Vi har tva fall

e 4 kind. Frekvensfunktionen for x?—fordelningen med n ”frihetsgrader”

ar
0, omz <0
ful@) = {kn cg(nmD/2e=2/2 0 om x> 0,
TLO'Q* 2 . o » .
Yn 1= —5— € X;,, en "chitva”-fordelning.
o

e p okind. och maste punktskattas med € och utnyttjar

n—1)0% o o
Pp_1 = % € Xfl_l, d.v.s. en ”chitva”-fordelning.

Frekvensfunktionen for x2—fordelningen med n — 1 ”frihetsgrader” &r

(@) = {0, omax <0

kn—1 -x(”_3)/2e_””/2, om x > 0,

o0
dar k,_1 gor att frn—1(x)dx = 1. Denna fordelning ar inte symmetrisk

som normal- och t—fordelningarna.

1Ej v.v.r. men konvergerar mot v.v.r. d& n — oo.



Vi studerar intervall av typ [0, a), ett uppat begransat intervall, sa att intervallet
innehaller o2 med sannolikhet 1 — a. Vi ser att o2, som skall uppskattas, finns
i namnaren. Darfor soker vi

wn—l Z X%—a(n - 1)

dar x3_,(n — 1) ér den kvantil, sidan att 1 — « av arean under kurvan y =
fn—1(z) ligger t.h. om z = x%__ (n — 1). Olikheten kan skrivas

9 (n—1)o?"
A )

|
/

005} (““ 95%
| 5%

, , . , \
T 2 4 6 8 10

Grafen av av x?(4) fordelningens frekvensfunktion y = fa(z).

Ex 3 Vi antar att vi har samma observerade varden, som i exempel 2, d.v.s.
samma observerade stickprov fran en normalfordelning.
Bestim ett 99% uppat begriinsat konfidensintervall for o2 och o

(a) om vi kénner p(= 50.0) och
(b) u okiind och maste punktskattas med &.
Losning

(a) Vi kénner p(= 50.0).
Har ar
n=4,0> =15... och X2 9(4) = 0.3.
4-1.5
0.3

[0,20.0] respektive [0, 4.47].

Ovre griins for o2 ar

= 20.0 och for o far vi /20.0 = 4.47, alltsa

(b) p okéind och maste punktskattas med £.
Satt o = 0.01. Har &r

n—1=302"=15... och x249(3) = 0.11.
Intervallets Ovre grans ar

(n—1)0%"  3-15
X;_,(m—1)  0.11

=40.9091.



Konfidensintervallet for o erhalls genom att dra roten ur undre och Gvre
grans:
[0,6.4...].

Ett uppat begransat 95% intervall for o kraver bara kvantilen
T = Xt 95(3) = 0.352.

Intervallets 6vre grins ar ~ 3.6, alltsa [0, 3.58].

Ett exempel med CGS
Ex 4

CGS En langtradare kan last 12 ton. En last bestar av tunnor med var och en
med v.v. p = 150 kg och ¢ = 10, enhet kg.

(a) Vad &r sannolikheten att total vikt av 81 tunnor 6verskrider 12 ton?

(b) Hur manga tunnor kan lastas sa att sannolikheten att 12 ton 6verkrids &r

5%?
Loésning
81
(a) Sétt & = tunna nr j:s vikt och ¢ := Z &;. Vi soker sannolikheten
j=1

= P (¢ >12000) = 1 — P(¢ < 12000) =: 1 — p.

12000 — 150 - 81
¢ € N(150 - 81,9 - 10) si att p = d () .

9-10

150
l—-p=®(—~ | =0 =0.952...
P (9.10) (5/3) =0.95
Sannolikheten att total vikt av 81 tunnor overskrider 12 ton ar 95.2%.

(b) z := antal tunnor. Vi far sannolikheten

1502 — 12000
o =" =005
( V- 10 >

eller ekvivalent

150z — 12000
10v/z

Langtradaren maximalt lasta 79 tunnor.

= —1.6455 <= x = 179.0



