Tillampad matematisk statistik LMA201
(Elektro-programmet)
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Tid: 14.00-18.00. Tentamensplats: Lindholmen

Hjilpmedel: Kursboken Matematisk Statistik av Ulla Dahlbom. Formel-
samlingen Tabell- och formelsamling i matematisk statistik, forsoks-
planering och kvalitetsstyrning av Hakan Blomqvist. Boken och formel-
samlingen far ej innehalla extra anteckningar, men understrykningar, sticks och
markeringar ar tillatna. Chalmersgodkind r&knare.

Examinator: Reimond Emanuelsson/Johan Tykesson

Telefonvakt /jour: Reimond, 0708948456 / Johan, 0703182096

Till varje uppgift skall fullstindig 16sning ldmnas!

OBS: text pA TRE sidor!

Betygsgrinser: For betyg 3, 4 resp. 5 krivs minst 20, 30 resp. 40 poi ng.

1. (244 poéng) Antag att métvirdena 4.1, 4.2, 4.1 och 4.3 kommer fran en
normalférdelning med véntevéirde p och standardavvikelse . Antag ocksa
att méatningarna ar gjorda oberoende av varandra.

(a) Berdkna ett 95% konfidensintervall f6r 1 om o = 0.1.
(b) Berékna ett 95% konfidensintervall fér y om o oként.

Losning:
(a)
7+1.960/v/n =4.1754£1.96 x 0.1/2 = 4.17540.098 = [4.077,4.273].

(b)
T43.18s/y/n = 4.175+3.18x0.096/2 = 4.175+0.153 = [4.022, 4.328].

2. (4+4 poidng) Antag att livslangden for en viss typ av smart-phone &r expo-
nentialférdelad med vantevéirde 2 ar. Antag att vi har 100 smartphones av
denna modell, och att deras livslangder kan antas oberoende av varandra.

(a) Berdkna (approximativt) sannolikheten att summan av de 100 tele-
fonernas livsldngder &r mer &n 210 ar.

(b) Berikna (approximativt) sannolikheten att antalet telefoner som fun-
gerar efter 2 ar dr mindre dn eller lika med 53.
Losning:

(a) Lat &; vara livslingden f6r smartphone nummer 4,7 = 1,...,100. Det
N . . 100
giller att E(£) = 2 och o(§) = 2. Enligt CGS géller att T' = .|

ar approximativt N(100 x 2,+/100 x 2) = N (200, 20). Alltsd blir

T —200 _ 210 — 200
< )
20 20
~1—®(0.5) =1—0.691 = 0.309.

P(T > 210) =1 — P(T < 210) = 1 — P(



(b) .
P(£>2)= / ie*W de = [—e /2| = e ~ 0.368.
2
Alltsd &r antalet hela smartphones efter 2 ar binomialférdelat med

n = 100 och p = 0.368. Beteckna detta antal med 7. Eftersom np(1 —

p) & 23.25 > 10 s& ar n approx N(np,/np(1 —p)) = N(36.8,4.82).
Darfor blir

n —36.8 53 — 36.8
<

P(n <53) = P(T e~ <~

) ~ ©(3.36) ~ 0.9996. (1)

3. (4 poang) Antag att A, B och C dr handelser, och att de alla &r oberoende
av varandra. Antag ocksd att det géller att P(A) = P(B) = P(C) = 04.

(a) Vad &ar sannolikheten att alla héndelserna intréffar?

(b) Vad é&r sannolikheten att exakt en av héndelserna intréaffar?
Losning:
(a) Oberoende ger att
P(ANBNC) =0.4%=0.064.
(b) Notera att
P(endast A) = P(ANB°NC*) = P(A)P(B°)P(C¢) = 0.4x0.6% = 0.144,

dar oberoende anvindes i andra likheten. P4 samma sitt fas att
P( endast B) = 0.144 och P( endast C) = 0.144. S&

P(exakt en av héndelserna intraffar) = 3 x 0.144 = 0.432.

4. (24242 podng) Antag att £ dr en kontinuerlig stokastisk variabel med
frekvensfunktion

flz) = sxt for0<z <1
71 0 for ovrigt

(a) Visa att f(z) &r en frekvensfunktion.
(b) Berikna vintevirde och standardavvikelse for .

(c) Berdkna den betingade sannolikheten
P(02<€<0.6/04<&<08).
Losning:

(a) For 0 < o <1 giller att 52 > 0. Dessutom ir fol S5xtdr = 1.

(b) .
E) = /0 525 dx =

~j ot Ot

1
E(§2):/0 520 do =

o =+/5/7—(5/6)% ~ 0.141.



()

PO0A<E<06) [y} patde

= ~ (0.213.
P(0.4<¢<0.8) foof 5z4 dx

P02<£<06]04<&<0.8) =

. (2+142+1 poéing) Ett fullstindigt faktorforsck har gjorts enligt forsoks-
planen i Tabell 1. Tva olika faktorer anvindes och i varje forscksgrupp
gjordes 20 méatningar. I tabellen kan man se stickprovsmedelvéirdet och
stickprovsvariansen fran varje férséksgrupp.

Forsoksgrupp nr | A | B | AB | Resultat § | Resultat s°
1 - -1 + |9y =66811 s7=333.61
2 + | - - | J2 =48.87 | s2 =303.71
3 -+ | - | 93 =59.78 | 53 =262.26
4 + |+ | + | ga=57.04 | s7=441.22

Tabell 1: Provtagningsplan och utrdknade stickprovsmedelvarden och
stickprovsvarianser.

(a) Berdkna huvudeffekterna, medelvirdet samt tvafaktorsamspelet.

(b) Man har beriknat att ett 95% referensintervall ges av [—8.15,8.15].
Vilka huvudeffekter anser du &r signifikanta (med en signifikansgrad
av 5%) givet detta referensintervall?

(¢) Om vi antar att vi skulle vara intresserade av ytterligare en faktor,
C, och vi véljer provtagningsplanen sasom i Tabell 2 nedan, vad blir
alias fér A, B och C?

(d) Vad ar upplosningen for den reducerade forsoksplanen?

Forsoksgruppnr | A | B | C
1 A I
2 + - -
3 S+ |+
4 + ]+ ]+

Tabell 2: Reducerad provtagningsplan.

Losning:



(a)
Jo+Ga+ 71+ 73 48.87 + 57.04 + 66.81 + 59.78

medelvardet = 1 = 58.13
(2)
Y y 7 T 48. .04 — 66.81 — 59.
lA:yz+y4_y1+y3: 8.87 4+ 57.0 66.8 5978:_10.34
2 2 2
(3)
Ys+Ys Y1+ y2  59.78 +57.04 — 66.81 — 48.87
g = - = = 0.57
2 2 2
(4)
Y1+ Ys  Yo+ys 66.81+57.04 —48.87 — 59.78
lap = - - =76
2 2 2
(5)
(6)

(b) Huvudeffekten av A anser vi dr signifikant eftersom den &r utanfor
referensintervallet. Huvudeffekt B och tvafaktorsamspelet AB &r for
nara 0.

(¢) Kolumnerna f6r B och C &r identiska. Alltsa har vi generatorn B =
C. Detta ger oss den definierande relationen I = BC vilket i sin tur
ger oss sammanblandningsmonstret:

A= ABC (7)
B=C (8)
AB = AC (9)
BC =1 (10)

(d) Upplosningen &r langden pé det kortaste ordet, alltsa 2.

6. (2+2+3 poing) I en fabrik produceras skapsluckor (av samma sort) pa
tva band, A och B. P4 band A produceras 25% fler luckor &n pa band B
(det vill sidga, pad samma tid som det produceras 100 luckor pa band B,
produceras 125 luckor pad band A.) Andelen defekta luckor fran band A
ar 2% och fran band B 3.5%.

(a) Vad &r sannolikheten att en skapslucka ar defekt?

(b) Vad &r betingade sannolikheten att en skdpslucka kommer fran band
A, givet att den ar defekt?

(c) Vad &r betingade sannolikheten att en skdpslucka kommer fran band
B, givet att den dr korrekt (ej defekt)?

Lésning: Lat D beteckna héndelsen att luckan defekt.
(a)

P(A)+ P(B) =1 P(A) =5/9
P(A) = 1.25P(B) | P(B)=4/9

)
P(D) = P(D|A)P(A)+P(D|B)P(B) = 002-5/9+0.035-4/9 = 2/75 ~ 0.027.



P(A) 5/9

P(A|D)=P(D|A) - ——= =0.02- —— =~ 0.42.
Sannolikheten, givet att den &r defekt, att den kommer fran band A
ar 0.42.
© (1-P(D|B))P(B) 0.965 5
P(B|D®) = ~— = . C X044
(BID) 1—P(D) 73/75 9 0

7. (24242 podng) En pluton bestéende av 30 soldater delas helt slumpmés-
sigt in i 10 grupper om vardera 3 personer. I varje grupp tilldelas en person
rollen som befél, en person rollen som spanare, och en person rollen som
skytt. Detta sker ocksd helt slumpmaéssigt. Tre av soldaterna heter Kurt,
Sven och Veronika.

(a) Vad ar sannolikheten att Kurt, Sven och Veronika hamnar i samma
grupp?

(b) Vad &r sannolikheten att Kurt blir spanare, Sven blir skytt och Ve-
ronika blir befdl? (De behover inte hamna i samma grupp)

(¢) Vad ar sannolikheten att Kurt och Sven hamnar i samma grupp, men
Veronika hamnar i en annan grupp?

Losning:
(a)

P(K,S,V i samma grupp) = 10 x P(K,S,V i forsta gruppen)
2 1 1

3
=1 — — _— = —
035> 39 % 28 ~ 106

1 1 1 2
P(K spanare, S skytt, V befdl) = £ X % X 2—2 = %

P(K,S i samma grupp, V i annan grupp)

3 2 27 27

= 10xP(K,S i forst Vi = 10X =X —X— = —

0xP(K,S i forsta gruppen, V i annan grupp) 0x 30 X 59 X 58 = 406
8. (3+3+1 poidng) Antag att vi har en Markovkedja X (n) i diskret tid (n
heltal > 0) med tillstdndsrum {1,2,3}. Foljande géller for Gvergangar
mellan de olika tillstanden. Om man befinner sig i tillstand 1 gar man till
tillstand 2 med sannolikhet 1. Om man &r i tillstdnd 2 gar man till tillstand
1 med sannolikhet 1/2 och tillstdnd 3 med sannolikhet 1/2. Om man &r i
tillstand 3 gar man till tillstdnd 2 med sannolikhet 1/2 och stannar kvar

i tillstand 3 med sannolikhet 1/2.

(a) Bestdm den stationéra fordelningen for Markovkedjan.



(b) Bestdm (ungefér) vinteviirdet och standardavvikelsen for X (n) om
n ar valdigt stort.

(¢) Om man startar i tillstdnd 2, vad &#r sannolikheten att man &r i
tillstand 2 efter tva tids-steg?

Losning:

(a) Overgangsmatrisen ges av

0 1 0
P=\(1/2 0 1/2
0 1/2 1/2
Om vi betecknar stationéra fordelningen med = = (w1, w2, 73) s&

far vi genom att 16sa matrisekvationen 7P = 7 under villkoret att
m + 7wy + 7 =1att m=(1/5,2/5,2/5).

(b) Véntevirdet om n vildigt stort blir

2
EX(n)~=1-—4+2--+43 5:2.2
Dessutom far vi
1 2 2
E(X(n))~1--44-249.2 =54,
(X)) =1 g4 +9-

S& standardavvikelsen

o~ V5b4—222~0.75
(¢) Den sokta sannolikheten ges av 0.5 x 0.5+ 0.5 x 1 = 0.75.
Lycka till!



