1 Forelasning 111

1.1 Diskret (Sannolikhets-)férdelning

Med diskret menas i matematik, att nagot antar ett dndligt antal virden eller
upprdkneligt odndligt med vérden ex.vis {1,2,3,...}. Med fordelning menas ur
sannolikheterna fordelas mellan olika utfall.

1.1.1 Likformig foérdelning

1
Ex 3.1 T exempel 1.1 har vi sannolikheterna — for alla utfalll 1, 2, 3,4, 5,6 (poéng

vid ett térningskast). Man talar da om en likformig fordelning, alla utfall har
samma sannolikhet. Vi infor nu en stokastisk variabel, &, (1dses "xi”). For att
forskorta ned texten/forklaringen av en typ av utfall anvinds en sadan variabel.
Lat £ =antal poang vid ett kast med en térning.

Héndelsen A =antal poéng < 4 kan da skrivas

4
A = {£ < 4} med motsvarande sannolikhet P(§ < 4) = 5= 3

Vi gar ett steg till och infor en frekvens- eller sannolikhetsfunktion f(x) :=
P(¢ = z). Det foljer att

1
flz) = 5 *=123456

Vi sétter f(x) = 0 for ovriga (heltals)virden pa x. Vi kan dessutom rita y =
f () tillsamman med fordelningsfunktionen F(x):= P(§{ < x).
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Man skriver att £ € Likf(6) "¢ tillhor klassen av likformig fordelningar med
parameter 6”.

Ex 3.2 I exempel 1.2 har vi summann av tva tarningskast poang. Lat n
(Yeta”) vara summans poiang. Det &r klart att 1 antar virdena 2,3,...,12 med
olika sannolikheter. Vi har att, med P(n = z) =: f(x), frekvensfunktionen for
7.

P(n=3)=f(3) = % etc.

P.s.s. kan man lata 7, betyda summan av tre térningskasts poédng och rita
motsvarande frekvensfunktion.
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for summan av fyra tdrningskast.

Kommentarer

e Det ar typiskt for en fordelningsfunktion, att den &r viaxande mot 1: Mer
exakt lim f(x)=1.
Tr—r00

o [ exempel 1.2 &r fordelning inte likformig, eftersom pa utfallsrummet ©; =
{2,3,4,...,12} &ar sannolikheterna olika.
1.1.2 Binomialférdelning

Ex 3.3 (Ex 2.12) Vid fiske med kastspd &r sannolikheten att fa napp (fiskfangst)
p vid varje kast. Karin kastar n ganger. Vad dér sannolikheten att hon far exakt
x napp (fiskar)? Antag att hiandelsen varje kast ar oberoende.

Losning:
Sokt sannolikhet P(A), dar A ar héndelsen att fa napp exat x ganger av nir

n
xT

P = (

Med £ =antal fangade fiskar vid n kast kan vi skriva

)px(l —p)"*, 2=0,1,2,...n.

>p””(1 -p)"", x=0,1,2,...n
Man sager att £ &r binomialférdelad med parametrar n och p. Detta skrivs kort

¢ € Bin(n,p).



Kommentarer

e Binomialférdelning foreligger da man gor n obeoende forsok med samma
sannolikhet p for ”lyckat utfall” vid varje forsok.

¢ Binomialférdelning handlar om dragning med aterlaggning och utan héinsyn
till inbordes ordning.
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Frekvensfunktionens graf dir P(§ = z) = f(x) = (4);0””(1 — p)4fz
z

och £ € Bin(4,0.2), d.v.s. p=0.2.
Viantevardet E(§) = p=n-p=4-0.2 = 0.8 dr utsatt.

1.1.3 Hypergeometrisk férdelning

Ex 3.4 Vid en kvalitetskontroll av N = 1000 cykelramar, rdknar man att det
ar fel/defekt pa r := 50 ramar. Man gor kontrollen genom att vélja ut och
kontrollera n = 30 ramar. Vad &ar sannolikheten att exakt 2 ramar av dessa
utvalda ar defekta?

Losning:

Vi far en relativ felfrekvens pa p := % = 5%. Den tolkar vi som sannolikheten
att en slumpvist val ram &ar defekt. Vi kan infor den stokastisk variabel £ =antal
defekta ramar bland de n valda. Vi soker alltsa sannolikheten P(§ = 2) =: f(2).

g (50) . (1000—50)
P(¢=2)= > =2 .32 ) ~0.26 = 26%.

m ("30)

Kommentarer

e Denna stokastiska variabel £ &r Hypergeometrisk fordelad med parametrar
N, n och p (eller r).
Detta skrivs £ € Hyp(N,n,p).

e Hypergeometrisk fordelning handar om dragning utan aterlaggning och
utan hansyn till inbordes ordning av de n slumpmassigt valda av N.

e Frekvensfunktionen i exemplet ovan ar
50\ _ (1000—50
(z) ) ( 30—z )
(1000)
30
e Forutom dessa tre fordelningar finns ett antal andra, nagra fler som gar
att forklara och nagra som inte kan forklaras 14tt.

P(& =) = f(x) :=



1.1.4 Geometrisk fordelning

Ex 3.5 For fiskaren kan fragan vara: Vad &r sannolikheten att jag far napp
f.f.g. vid kast (nummer) 2?7 Vi antar att fiskelyckan ar oberoende kast for kast.
V later n; =antal kast tills fiskaren far napp f.f.g. Antag att det sker vid kast
nr x. Vi far sannolikheten och frekvensfunktionen till

Pp =2)=f(x)=(1-p)* " p.
Foérdelningen kallas geometrisk fordelning. m € Geo(p).
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Ex 3.6 For fiskaren kan fragan vara: Vad ar sannolikheten att jag far napp
f.a.g. (for andra gangen) vid kast (nummer) z? Vi antar att fiskelyckan, som
ovan, ar oberoende kast for kast. V later 1, =antal kast tills fiskaren far napp
f.fg. Antag att det sker vid kast nr z. Det betyder att napp erhall f.f.g. vid
nagot av de x — 1 forsta kasten. Det sker alltsa pa ett av de x — 1 forsta kasten.

Vi kan skriva x —1 = <x I 1) . Vi far sannolikheten och frekvensfunktionen till

Pl =x) = f(z)=(1—-p)" > p.

Fordelningen kallas negativ bimomialférdelning med parametrar 1 och p. ny €

Neg(1,p).
R | R | X R " | A

-

x-1
I figuren intraffar det forsta lyckade kastet (d.v.s. napp) vid det tredje kastet.

Ovning: Hur ser frekvensfunktionen for att fa det n :e lyckade kastet vid kast
nummer x?

Ex 3.7 For de anforda fordelningarna maste gélla att summan 6ver alla
sannolikheter = 1.

alla utfall
» Binomialférdelning: ¢ € Bin(n, p):

n

> (Z)Pm(l —p)" " =(p+(1—p)" =1

=0
» Geometrisk fordelning: 1, € Geo(p):

Z(l_l’)w_l‘]?:p'ﬁzl

1-p)

r=1



1.1.5 Indikatorvariabel

Ex 3.8 I ett spel gar det ut pa att fa flest podng. Det gar till sa att tva eller fler
kastar tdrning. Man far 1 poéng for tdrningspodngen 1 eller 4 och noll poéang
for ovriga térningspoang (2,3,5,6).

Vi infér héndelsen/méngden A = {1,4} och saledes A° = {2,3,5,6}. Som
stokastisk variabel infor vi en indikatorvariabel, som T = Z4. Den skall vara
sadan att den antar virdet 1, om utfallet hamnar i A och 0, om utfallet hamnar
i Ac.

3 2 (1)

Definition 1 En speciell stokastisk variabel ar indikatorvariabeln Z = T, .
Denna variabel antar bara tva viarden: Z = 1 eller 0 med sannolikheten p for
virdet 1, d.v.s. P(Z = 1) = p och saledes maste

P(ZI=0)=1-p.

Kommentarer

e Man kan se indikatorvariabeln som en variabel som beskriver lyckat (1)
med sannolikheten p och misslyckat (0) med sannolikheten 1 — p.

1.1.6 * Summor av indikatorvariabler

Lat Zy, Zs,...,Z, vara n oberonde likafordelade indikatorvariabler. Vi skall
beskriva fordelningen
£
k=1

Den kan anta alla heltalsvarden mellan 0 och n. Vad ar sannolikheten att £ = k
for ett £k =0,1,2,3,...,n7
Lo6sning:

Det betyder att k stycken antar viardet 1 och dvriga n — k antar vardet 0. En
sadan sekvens har sannolikheten

PI,=1NT,=0N..NZI,=1)

Med precis k ettor och n — k nollor. P.g.a. oberoende och att vi har snitt (och)

far vi
p-(1—p)-.-p=p"1L—pnF

3

for en sekvens med k ettor. Det finns ) sadana sekvenser (med k ettor).

Sannolikheten P(§ = k) ar alltsa

o~

n

P =k) = <k)pk(1—p)"_k, k=0,1,2,...,n (2)



d.v.s. £ dr binomialférdelad med parametrar (n, p).
Vi verifierar att totala sannolikheten ar 1:

n

> (Z)Pk(l -p)" =+ A-p)"=1"=1

k=0

1.1.7 Poissonfordelning

Typiska héndelser som brukar vara Poissonfordelade ar antal utfall som intraffar
slumpmassigt i tiden under ett givet tidsintervall med en viss intensitet,
A =antal/tidsenhet .

Ex 3.9 Lat den stokastisk variabeln £ var antal inkommande telefonsamtal
som inkommer till en vixel under ett 2 minuter langt tidsintervall. Det &r en
fordelning som oftast kan betraktas som en Poissonférdelning.

Definition 2 Om & € Po()\) betyder, per definition, att
)\CE

al’

P=z)=e¢"- z=0,1,2,... (3)

Ex 3.10

Lat den stokastisk variabeln ¢ vara antal inkommande telefonsamtal till
Chalmers vixel (tel.nr 772 1000) med A = 3 (=antal inkommande samtal under
ett tvaminuters intervall)och att £ &r Poissonfordelad.

(a) Berdkna sannolikheten att det kommer in exakt ett samtal under ett
tvaminutersintervall.

(b) Beridkna sannolikheten att det kommer in minst tva samtal under ett
tvaminutersintervall.

Losning:

(a) Sannolikheten att det kommer in exakt ett samtal pa en tvaminutersperiod

ar
31
Pe=1)=e?3. 77 = 0-149.
(b) Sannolikheten att det kommer in minst tva samtal pa en tvaminutersperiod
ar
a3
PE>2)=e z; g

For att undvika berdkna summan, berdknar vi sannolikheten genom att
betrakta komplementhéndelsen.

P(522)=1—P(§§1)=1—e—3<§:+?;>=0.80



1.1.8 Vantevarde

Viéntevardet for en fordelning ar ett ldgesmatt, dess tyngdpunkt pa x—axeln.

Ex 3.11 Vilket medelvirde/genomsnitt far man nér man kastar en tarning
n ganger?

Lo6sning:
Vi far antingen utfallet 1,2,3,4,5 eller 6 med sannolikheten for varje utfall

1
f(z) = 6 Viantevérdet av 1 kast med en térning &r medelvardet

1+2+3+4+5+6

3.5
6

1
Vi kan se 6= P =x) for x =1,2,3,4,5,6 och skriva medelvirdet som

Medelvérdet, kallas i sannolikhetseorin vintevdrde eller eller forvintat virde och
definieras som nedan for en stokastisk variabel, £. Detta motsvarar medelvérde
for ett observerat stickprov.

B =) z-Pl=2)=p (4)
€N
Med beteckningen P(§ = z) = f(x), en frekvensfunktion kan vantevérdet skrivas
E@) =) = f(x)=p. (5)
€N

Ex 3.12 For de presenterade fordelningarna ger vi nu deras vantevarden.

Fordelning | Vintevirde
Likt (V) Nrl

2

Bin (n, p) n-p

Hyp (N, n,p) n-p
1
Geo (p -
(p) >
Po () A




Véntevéardet for £ € Bin (n, p) ar alltsa E(§) =np(=p)

Ex 3.13 For 25 kast med en tarning fick man féljande observerade vdrden:

426 256 36 3 1
54 1 1435336
6 362331115 (6)
2 1 2414516 4
546 2413556

med frekvenser, respektive relativa frekvenser (undre raderna)

1 2 3 4 5 6
10 6 9 8 8 9
0.2 0.12 0.18 0.16 0.16 0.18

1
Vi ser att de relativa frekvenserna ligger nira vardet 5= 0.1666. . ., sanno-

likheten for att fa utfallen z = 1,2,3,4,5,6.
For medelvardet av alla 50 utfallen behovs forst hela poangsumman, som &r

1-10+6-24+9-34+8:-448:-54+9-6=175

med medelvarde 175
T=—=23.5.
Y750

Det givetvis en tillfallighet att medelvérdet dr lika med vénteviardet men medelvardet
skiljer sig i allménhet mycket fran vintevirdet.

Kommentarer

e I figuren pa sidan 3 ar vintevirdet p = E(§) = 4-0.2 = 0.8 utsatt.
x—vardet= 0.8 ar alltsa tyngdpunktens x—koordinat fér grafen.

1.1.9 Varians och standardavvikelse

Dessa matt ar de tva spridningsmatt som anvinds inom matematisk statistik.
Begreppen anvinds i tva betydelser. Dels har vi en ”observerad” variant, dér
vi anvander de observerade vardena. Den observerade variansen ar summan av
de kvadratiska avstanden fran medelvardet.

Motsvarende standardavvikelse s #r roten ur variansen, d.v.s. varianen &r s2.

Definition 3 Varians V(£) och standardavvikelse ¢ > 0 for en stokastisk
variabel diskret fordelning med sannolikhetsfunktion f(z) = P({ = z), och
vanteviarde F(§) = u definieras som

V(E) =0 =) (¢ —n?’f(a). (7)

Kommentarer



e Dessa tva spridningsmatt ar mast intressanta da man jAmfor tva, sig
standardavvikelser fran tva liknande férdelnngar, se nésta exempel.

e Standardavvikelse ser lite annorlunda ut nir dens skall berdkna ur ob-
serverade varden

Ex 3.14 Det finns en form for variansen, som &r lite enklare. Vi héarleder
den. Vi kommer ihag att

Zf(x) =1, Za:f(m) = psamt (x — p)? = 2% — 2ux + p°.

V() = > a’f(a)-2u) af(@)+p®) flz)=

S @ fla) =2+ p® =) 2 f(x) - P

Ex 3.15
(a) Berdkna véntevirde, varians och standardavvikelse for ¢ € Likf(6).

(b) En térning med lite ovanlig form beskrivs med den stok. var. & och
tabellen
x 1 2 3 4 5 6

P& =x)|[1/8 1/8 1/4 1/4 1/8 1/8

Berékna vantevarde, varians och standardavvikelse for £; och jamfor med
(a). Forsok ge en forklaring! Undersok om det verkligen &r en sanno-
likhetsfordelning!

Losning:
(a) Véntevérde
o= %(1+2+3+4+5+6) = g =35.
Varians

1 7\ 2 35 /35
_ 2 _ (12,92 2,62y ( L — = =4/ — =~ 1.7.
V(i) =0o 76(1 +2°+...5°467) <2> 12ocha 5 1.7

(b) For denna téarning ar vantevirdet

1 1 7
E(&) =m = §(1+2+5+6)+1(3+4) =5
D.v.s. samma vantvarde som for en vanlig tdrning.
Variansen ar

2
V(&) = 0F = = (12422452462) 4 (32442)— = 29—(7> = ooy = 15.
8 4 2 2 4
Vi ser att bada fordelningarna har samma véntevirde men att & har
mindre standardavvikelse dn £ (vanlig tirning). Vad beror det pa? For
& ar sannolikheterna mer koncentrerade till vintevardet, alltsa en mindre
spridning.



1/6

=

Slutligen adderar vi virdena av frekvensfunktionen:

1+1+1+1+1+1— =1
8 & 4 4 8 8 T

d.v.s. det dr en sannolikhetsfordelning.
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