1 KONTINUERLIGA FORDELNINGAR

1 Kontinuerliga fordelningar

Till skillnad fran en diskret stokastisk variabel, som bara kan anta ett antal
varden (dndligt eller upprékneligt oéindligt) sa kan en kontinuerlig stokastisk
variabel anta alla virden i ett intervall. Exempel pa storheter som beskrivs
med kontinuerlig stokastisk variabel ar

y
A

y=f(x)

X

tid, langd, vikt, area, energi, kraft, kraftmoment

En kontinuerlig stokastisk variabel har i allménhet vantevarde och varians. Vi
definierar dessa begrepp senare men kommer dndéa att presentera dessa samtidigt
med presentationen av respektive férdelning. En kontinuerlig stokastisk variabel
har en frekvensfunktion med egenskaper som i (3). Sannolikheten for en handelse
ges av arean under frekvensfunktionen. Mer exakt definierar vi foljande (Se figur

1).

Definition 1
Om det finns en funktion f sidan att f(z) > 0 for alla « och

| swa = W)

sa ar f en sannolikhets- eller frekvensfunktion. Férdelningsfunktionen definieras
som

Fa)=Pe<a) = [ foa 2)
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Sats 1
Lat & vara en kontinuerlig stokastisk variabel med frekvensfunktion f och
fordelningsfunktion F'. Da galler foljande

a) F'(z) = f(x) (utom mojligen i vissa skarvpunkter)
b
b) P(a<§§b):/ f(z)dx = F(b) — F(a)

c) P(§>x):/oof(t)dt:1—F(:c)

d) P ==z)=0 for alla x

y=f(x)

a b X
Figur 1: Nlustration av frekvens- och férdelningsfunktion.

I figur 1 illustreras sannolikheten P(£ < 2.2), dar kurvan ges av y = f(z) och f
ar &:s frekvensfunktion. Enligt integralkalkylens huvudsats ar arean P(a < £ <

b
b) = F(b) — F(b) = / f(z)dx dir F ar fordelningsfunktionen till €.

Ex 4. 1 Feltoleransen ¢ (i mm) for en bults diameter ar givet av frekvens-
funktionen
£(t) = A(l—4t%), —-05<t<05
o, t < —0.5eller t > 0.5

Vad &r sannolikheten att feltoleransen ar till sitt belopp mindre &n 0.27
Losning

Bestam konstanten A sa att vi far f(¢) blir en frekvensfunktion. Vi skall alltsa
berdkna konstanten A sa att

0o 0.5
A/ f(t)dt =1 d.v.s. A/ (1—4t*)dt =1
—o0 —0.5

Da denna funktion ar jamn far vi att

1/2 311/2
2A/ (1—4t2)dt:2A{t—4t} :2,4(1_4):
0 3 1o 2 24

3
—leA="
< 2



1.1 Rektangelférdelning 1 KONTINUERLIGA FORDELNINGAR

Dérefter integrerar vi

0.2 443702
3 / (1—42)dt =3 [t - t] ~ 0.568
2 —0.2 3 0

Sannolikheten dr alltsa 56.8% att feltoleransen ligger mellan —0.2 och 0.2.

1.1 Rektangelfordelning

Ex 4. 2 Nar man vantar pa bussen och endast vet att bussen kommer med 10
minuters mellanrum kan vantetiden anta alla varden mellan 0 och 10 minuter.
Véantetiden ar alltsa en kontinuerlig stokastisk variabel, sdg £. Sannolikheten
for att bussen kommer mellan 3:e och 4.e minuten som man véintar bor rimligen

vara = 0.1 men ocksa

P(€<4) - P(€<3) = / f(@)dz = [F(x)]!

dar f &r frekvensfunktionen och F' &r fordelningsfunktionen. Det ar da rimligt
att

PE<z)=F(z)= om0 <z<10

x
10
Om z < 0 och z > 10 &r det rimligt att sdtta sannolikheten = 0 respektive
1. Sammanfattningsvis sa ar alltsa fordelningsfunktionen Frekvensfunktionen
erhalls genom att derivera denna funktion.

Om ¢ ar en kontinuerlig stokastisk variabel vars frekvensfunktion ar konstant
i ett intervall [a,b] och 0 utanfor detta intervall siger man att & ar rektan-
gelfordelad pa intervallet [a,b]. Vi skriver £ € Rab. Konstanterna a och b ar
parametrar i fordelningen. Vi ser att

0, T <a
1
flx) = , a<z<b (4)
b—a
, x>0
R r<a
Flz) = z:z a<z<b (5)
1, x>b

Ex 4. 3 Betrakta rektangelfordelningen i

(a) Vad &r sannolikheten att véntetiden &r langre &n 7 minuter?
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(b) Vad ar férvantad vantetid?

(¢c) En person anldnder till hallplatsen och far veta att ena annan person
redan har vantat 3 minuter. Vad ar sannnolikheteten, att den nyanlanda
personen bar behover vanta hogst tva minuter?

Losning

(a) Denna sannolikhet kan vi uttrycka P(§ > 7) med samma £ som i Vi far

att
Wgr 10-7

P@>7%:£mfumx:£ dr_10-7

Alternativt kan man 16sa detta med fordelningsfunktionen.

7
PE>7)=lim Flz)—- F()=1-F(7)=1——=10.3
(b) Forvéntad vantetid &r givetvis 5 minuter. Vi skall ldngre fram definiera
forvantat varde eller véntevarde.

(c) Sanolikheten for den nyanldnda att vénta mindre &n 2 minuter, givet att
den forsta har vantat mer &n 3 minuter &r
PE>3AE<5) 02

P(E<5lE>3)= PES3) ZW:OQS(: 28%).

1.2 Exponentialfordelning

Om ¢ ar en kontinuerlig stokastisk variabel med frekvensfunktionen

Xe M >0

0, t<0

dér A > 0 ar en konstant, sa siger vi att £ dr exponentialfordelad med param-
eter A. Vi skriver £ € Exp(A). Frekvensfunktionens utseende for nagra olika
varden pa A framgar ur figur 2. Fordelningsfunktionen fas genom att integrera
frekvensfunktionen. For ¢ < 0 &r F(t) = 0. For ¢t > 0 far vi

F(t) :[7ﬂ@M:AAf”ﬂzk@”%:fwwfnzl—(M

Fordelningsfunktionen for & ar alltsa
Ft) = (6)

Vi ser dven att om ¢t — oo sa gar F'(¢) mot 1. Dessutom géller att F(t) — 0, da
t — —oo (eftersom F(t) = 0 for alla ¢t < 0.) Dessa egenskaper géller allmént for
alla fordelningsfunktioner.

Ex 4. 4 Ett reld har en livslangd som ar exponentialférdelad med A = 0.004
(h1).
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y=f(x)

Figur 2: Frekvensfunktion fér exponentialférdelad variabel.

(a) Berakna sannolikheten att livslingden 6verskrider 150 h.

(b) Berikna sannolikheten att att livsldngden 6verskrider 200 h, om livslingden
har 6verskridit 50 h.

Lo6sning
Vi later £ vara reldets livslangd. a)

P(& > 150) = 1 — F(150) = ¢~ 1990:004 ~ .55

—200-0.004

P(&€>200[¢ > 50) = o—50:0.000

_ 6(507200)'0'004 —_ 67150'0'004 ~ 0.55

y=Ff(x)

F(x)

150

Figur 3: Sannolikheten P(¢ > 150) = 0004500 ~ (.55 fir arean av ytan
markerad med orange (4).

Kommentarer
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F(x)

X

150

Figur 4: Fordelningsfunktionen F(z) = 1 — e~ %004 f5r 2 > 0 fran ?7explivs.
Sannolikheten fér P(¢ < 150) dr markerad pa y—axeln.

i) Losningen i b) visar att om livlingden dverskridit 50 h sa &r sannolikheten
att den Overskrider ytterligare 150 h densamma som i a), d.v.s. relét
har inte aldrats under de forsta 50 timmarna! Exponentialférdelningen
beskriver livsldngden pa enheter/produkter som inte aldras i fysisk mening,
sasom vissa elektroniska komponenter.

i) For x > 0 sa ser grafen till (6) med A = 0.004 ut som i figur 4.

1.3 Weibullfordelning

Denna fordelning anvands for att beskriva hallfasthet (utmattning)och livslangd.
En stokastisk variabel & &r Weibull-fordelad med parametrar o > 0 och § > 1
om den har fordelningsfunktionen

0, z <0
Fz) = (7)

Den ér en generalisering av exponentialférdelningen med 8 = 1 och A = 1/a.
2 _ a2

meda:3ochﬂ:27y:?e 5,

1.4 TI'—fordelningen

En fordelning dar frekvensfunktionen &r

fa) = {O vy (8)

o . xn—l . e—)\wx > 0
kallas I'— (“gamma-") fordelad av ordning n. Att £ a&r gammafordelad skrivs
¢ € I'(n, A). Fordelningen beror pa tva parametrar n och A. Om n = 1 far vi
exponentialfordelningen.

Ex 4. 5 Inom kvantfysik forekommer frekvensfunktioner sasom f(x) =
Asin?kx, 0<a2 <bdv.s. ett maximum (f(x) = 0£5.) . Man tror nu kanske
att en frekvensfunktion inte kan ha fler &n en “topp”, . Men b kan vara sadant
att kurvan far tva eller fler maxima.
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Ex 4. 6 Avgor vilka av foljande funktioner ar frekvensfunktioner.

(a)

ze " x>0
f(x):{o 2 <0

32 +2x—-1 0<z<1
-

0 r<O0ellerx>1
sinx 0<z<
z<m
fl@)=4¢ 2 -
0 z<O0ellerxz>m

Ex 4. 7 Avgor vilka funktioner som ar fordelningsfunktioner.

222 —23 0<x<1
F(z)=140 <0
1 x>1

1.5 Weibullfordelning och livslangd

Ex 4. 8 Livslangden pa ett givet rullager till vindkraftverk géller att dess
livslangd ¢ i ar Hart fordelningsfunktionen, (en Weibullférdelad férdelningsfunktion)

0, omt <0

1—6"/E, omt>0.
(a) Berdkna sannolikheten att livslingden &r ldnge &n 1 ar.
(b) Berdkna sannolikheten att livslingden > 2 ar om livslangden > 1 ar.
(¢) Berikna sannolikheten att livslingden > 3 ar om livslangden > 2 ar.
(d) Kommentera (b) och (c).
Losning
(a) Sannolikheten att livsldngden &r l&ngre &n 10 ar dr 1 — F'(10.0) = 0.37.

(b) Denna sannolikhet &r en betingad och &r

P >2)

m = 0.83.
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(c) Aven denna sannolikhet &r betingad och &r

P(¢>3)
Ple>2) 0.88.

(d) Vi ser att sannolikheten for att livslingden okar i féljande mening:
Sannolikheten att livslangden &r att “leva” minst ett ar till &r hogre efter
2 an efter 1 ar. Man kan uttrycka det som att rullagret ar ”yngre” vid tva
ars alder an vid ett ars alder. Detta &r typiskt material/produkter, som
har ”barnsjukdomar”.

08
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a=1, =2 a=1,=1/2

1.6 Normalfordelning

Normalférdelningen dr den mest kénda av alla kontinuerliga férdelningar. Vi
kommer att behandla denna i senare varfér vi endast tar upp den kortfattat

hér. Om den stokastiska variabeln ¢ har frekvensfunktionen
flx)= Le_(”_’m/&72 —00 < x < 00 (9)

V21 ’ ’
sdger vi att € dr normalfordelad med parametrar p och o. Parametrarna p och o
ar givna konstanter sddana att —oo < pu < 0o och o > 0. Vi skriver & € N(, o).
Vi ser att frekvensfunktionen &r symmetrisk kring p, som ar fordelningens
vintevirde!'. Parametern u kan sigas ange liget av férdelningen. Parametern o
Okar da spridningen okar. o ar fordelningens standardavvikelse. Bl.a. anvéinds
den vid métning (méatfel). Néar man betraktar storre summor av stokastiska
variabler kan dessa approximeras med en normalfordelning. Statistisk fysik
(termodynamik) dr ett &mnesomrade dir approximation med normafordelning
anvands. Den kurva som ar mest koncentrerad kring vantevardet 10 i figur 5

Figur 5: Tva av normalférdelningens frekvensfunktioner med samma

vantevarde g = 10 och med o1 = 1 och o5 = 2.

har minst standardavvikelse. For att berékna P({ < a) om & € N(u, o) maste

vi berakna integralen
a
/ L @20y,

oo OV 2T

1Vi definierar vantevirde och varians lingre fram.
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Detta kan man inte géra utan numeriska metoder. Man kan dock alltid aterfora
N(p,0) till N(0,1), den s.k. standardiserade normalférdelningen (Se nedan).
Dérmed kan man anvinda tabellen for N(0,1) for alla normalfordelningar.
Darfor har man tabellerat véirdena pa integralen da g = 0 och 0 = 1 (Se sidan
??.), d.v.s. fordelningsfunktionen for N(0,1), som vi kommer att beteckna ®.
Motsvarande frekvensfunktion betecknar vi med .

b
o) = / L gy (10)
Coo V2T

I princip anvdnder man wvariabelsubstitution for att visa Gvergangen mellan
N(p,0) till N(0,1):

/“ L —ew?20? g, _ { ;L =t=dx=odt } _
—oo OV2m =b

b b
- / ey, / L e gy iy = O
oo OV 2T NS T o

Detta betyder att med a = x sa ar

Flo) = Ple <o) =0 (T (11)

dar F' ar fordelningsfunktionen for .
Ex 4. 9 En elkabels diameter (enhet: dm) &r normalférdelad med parame-
trar 4 = 0.8 och ¢ = 0.02. Vad &r sannolikheten att diametern

a) ar hogst 0.82 dm,
b) &r mer dn 0.81 dm,

c¢) &ar mellan 0.77 dm och 0.83 dm?
Lo6sning
Lat & vara elkabelns diameter. Da géller £ € N(0.8,0.02).

a) Vi soker P(§ < 0.82) och anvénder sambandet (11) och tabell for att
berékna den.

P(E<082) = (082—08) _ B(1) = 0.8413 ~ 0.84
0.02
b)
P(E>081)=1-P(¢<081)=1-0 (0-83820-8> _

1—®(0.5) =1 — 0.695 = 0.3085
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P0.77<£<0.83) =P((<0.83)—P(E<0.77) =

_ o (08308 (0.7 08\ _
0.02 0.02
= ®(1.5) — B(—1.5) =

= ®(1.5) — (1 — ®(1.5)) = 2®(1.5) — 1 =

=2-0.9332 — 1 =0.8664 ~ 0.87

10



