1 FORELASNING V

1 Forelasning V

1.1 Linjarkombination av stokastiska variabler

Givet tva stokastiska variabler & och &. Med en linjirkombination menas
n=a& +b&.

Ex 5.1 Givet & och &, tva tarningskast. Da ar & + &, =: ) tdrningskastens
sammanlagda poang. n =2,,3,...,11,12 och ar inte likformig férdelning. Men
rimligen borde E(n) =2 - 3.5.

Vidare ar E(2¢&) = 2 E(&) = 7.0, alltsa samma véntevirde. Vi berdkna v.v.
och varians av & + & och av 2¢;.
Vantevérde:

1 2 1 1
2 43— 412 = —(2464+124...412.1)=T.0=FE (&),
56 T3 ge T T2 35 = 3g(2H0+124...+12:1) =T.0 = B(&) + E(&)

Lattare att visa &ar att

E(2&) = %(2+4+6+8+ 10+ 12) = 2E(&).

Ovanstaende exempel illustrerar foljande
E(§ +&) = E(&) + E(&2), E(af) =aE(S). (1)
Man kan ocksa visa att, om de &r oberoende, sa &r
V(G +&) = V(&) + V(&)
V(a§) = a?V(§) (2)

V(a€+b) = a?V(€)

dédr man i den sista likheten betraktar b som en konstant och har (séledes)
variansen = 0.

Ex 5.2 Berikna variansen och standardavvikelsen for (a) summan av de
tva tarningskasten och for (b) dubblering av poang pa ett kast.

Losning
(a)
1 2 1 35 25

= =22 432 4 4122 TP = =" =2 =2 = .

V(&i+&2) =V (n) 36+3 3g T T2 34 7 6 1 V(&) =V(&)+V (&)
(b)

1
V(2¢) = 6(22+42+62+...+122)—72 = 333 :22.% =22.V(&).
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Vi behover en linjarkombination till, av stokastiska variabler.

Anledningen till att man gor fler &n en métning (d.v.s. kontroll av mer &n en
produkt), ar bl.a. att man da kan ta medelvirdet av dessa (innan métning) och
fa ned variansens storlek. Ex.vis med n oberoende métningar (se det som stok.
var. innan vi far observerade virden) har medelvirdet som

- 1 1 1

£= —(Gt&t. A& med viv. B (n(fl +& 4.+ £n) = —(utptp) = .

Hur #r det d& med variansen och standardavvikelsen for medelvirdet £? Vi
utgar fran att o ar dess gemensamma standardavvikelsen. Da &r

VO = v(SERIES) L) Vi) 44 Vi) -
- %(02—1—02—1-...—&—02) = %4102.
n termer
Alltsa ar
Ve === 3)
Kommentarer

e Var ar likheten och skillnaden mellan & + & och 25, dar ju dnda & och
&5 ar likafordelade och oberoende? Nar det géller vantevirde sa ar de lika.
Men varians skiljer sig. Variansen ar mindre for & + & an for 2£;. Det
forklaras med att genom i att i summan &; + & kan den ena ge ett for
stort observerat viarde medan den andra termen ger ett for litet observerat
varde, sa att vardena delvis tar ut varandra.

V(&) + V(&) och V(261)

e Vid massproduktion blir det i bland fel pa hela serieg av ex.vis personbilar.
Detta visar pa V(n&1) = n?V (&) snarare #n V(Z &), doves, ar det fel
pa en komponenten i en bil, s& ar det fel pa hela lsce:rliens komponenter.

e For vissa typer av summor av fordelningar ar summans fordelning kand.
Nér det giller & € Bin(ng,p)och & € Bin(ng,p), diar & och & é&r
oberoende, sa ar

1+ & € Bin(ng + na, p).
Dessutom géller att & € N(u1,01)och & € N(uo,09), dér & och & é&r
oberoende, sa ar

&1+ & € N(uy + p2,0).
Att berdkna o kraver att de tva stokastisk variablerna ar oberoende. Av
ovan vet vi att da ar

V(E +&)=V(6) + V(&) =0 +05 =0% dvs. 0 =/o}+03.

e En orsak till att gora fler &n en métning/kontroll av en produkts egen-
skaper, ar att ju fler métningar (d.v.s. storre n), erhélls en mindre stan-
dardavvikelse.
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Ex 5.3 Lasse tapetserar ett rum pa en tid £ € N(2.0,0.40) och Borje ldgger
golvet pa en tid ¢ € N(2.5,0.42), enhet timmar. Tiderna dr oberoende.

(a) Berdkna sannolikheten att tiden f6r tapetsering och golvlaggning tar totalt
hogst 5.0 h.

(b) Berdkna sannolikheten att golvliggningen gar snabbare &n tapetseringen.
Losning
(a)
&+ ¢ € N(p1 + pa, \/J% + 0’%) =N(4.5,0.58).

5.0—4.5
P(E+(<50)=a (058

Svar: Sannolikheten att de blir klara inom 5.0 h ar 80%.

) = ®(0.862) = 0.8051 = 0.8

(b) Sannolikheten att tiden for golvldggningen tar ldngre tid &n tapetseringen,
kan tecknas enkelt som

P <& =PC-£<0).

Nu giller att ¢ — & € N(ug — p1,/0? +03) = N(0.5,0.58). Vi gar dver

till standardnormalférdelningen och far

0-0.5
0.58

P(—£<0)=0 < ) = ®(—0.862) = 1 — $(0.862) = 0.1949.

Andra mojligheter att kombinera tva eller fler stokastiska variabler &r att ta
max eller min. I nésta exempel har vi en sadan variant.

Ex 5.4 Givet tva seriekoppplade motstand med exponentialférdelade livslangder
& och &. Forviantade livslangder ar 200 respektive 250 h.

Systemet (alltsa seriekopplingen) har sin livslingd given av att bdada resis-
torerna fungerar. Antag att de tva resistorernas livslangder &r oberoende.

—

R R,
(a) Ge en sannolikhetsfordelning f6r det system som de utgor.
(b) Vad &r sannolikheten att systemet har en livsldngd pa minst 150 h?

Losning

(a) Vihar att systemets livslingd = 7 dr densamma som den minsta livslangden
av de tva resistorerna. D.v.s. 7 = min(&;,&2). Att n > ¢ (h) betyder alltsa
att bade & >t och & > t. Uttryckt med sannolikhet innebar det att

Pinp>t) = (P& >toch& >t)={ober.})=P( >1t) P& >t) =
= (1 — Fl(t)) . (1 - Fg(t)) — e~ Mt pm A2t — 6*()\1+/\2)t —

F(t) = 1—e (itr)t f(t) — de M
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dar F(t) och f(t) ar fordelningsfunktion respektive frekvensfunktion for
min (&1, &2). Uppenbarligen dr 7 = min(&;,&2) € Exp(A1 + A2). Vi skall
till slut bara berakna

1 1
A+ A= —+ — = 0.009.
1+ A2 200-1-250 0.009

(b) Sannolikheten att systemet har en livslangd pa minst 150 h ar
P(n > 150) = ¢~ 0009150 — o =135 — () 96 (svar)

1.2 Punktskattning

Framgent anvénder vi vara kunskaper till att skatta parametrars virde for
fordelningar, fr.a. p och o.

Punktskattning av u

Ex 5.5 Ex Man vill punktskatta vantetvardet och standardavvikelsen for
en okénd fordelning och pa hallfasthet (Maximal normalkraft i kN) {6r en typ
aluminumrér och far 48.5, 50.5, 49.0, 54.5, 52.5. Man far, som medelvardet av
dessa, en observerad punktskatining 49.2.

e Vi tar om exemplet och

1. tar ett stickprov av storlek n = 5 av en (okénd) fordelning och kallar
motsvarande stokastisk variabel for £ eller snarare (&1,&2,&3,84,8&5),
dar £ och alla §;, j = 1,2,3,4,5 ér likaférdelade och oberoende, med
p alltsd med gemensamt vinteviirde och 02 som gemensam varians
innan vi far observerade vérden.

2. Observerade varden for & till & ar
(1‘1, To,X3,T4, 1‘5) = (485, 505, 490, 545, 525)
3. Dessutom infor vi en lamplig stickprovsvariabel, ex.vis medelvérdet

& =: ;¥ med observerad punktskattning T =: 'u:)bs = 51.0.

o & =: u* kallas en punktskattning av p.

e Vi antar att man har observerat varden x1, xo,...,x, av dessa. Da kallas
T =: ‘w(k)bs en observerad punktskattning av .

Kommentarer

e Man kan tanka sig andra typer av punktskattningar av u, ex.vis genom
att skriva dem i storleksordning (som stok. var.) och ta

* gmin + gmax *
W= med pu0p = 51.5
eller

p* = det mittersta av §x med ;= 50.5
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e For tva varden & och & har man féljande stickprov
w7 = 0.2& + 0.8¢; respektive puy; = 0.3&1 + 0.9&5.
Lineariteten séger att uj men inte p7; ar vdntevardesriktig, d.v.s.

E(p;)=02-p4408u=1-pmen [E(uj;) =03 -p+09p=12-pu+# pu.

Definition 1 Givet en férdelning med parameter 7, som man vill fa en ob-
serverad punktskattning av. En punktskattning 7* av en parameter 7 ar
vantevérdesriktig (v.v.r.), omm

E(t*) =rT. (4)

Punktskattning av o2 och o

e Med {&, &, ...,&,} som ovan anvinder man punktskattningen av o2,
som ser ut sa har

n

AR o (oRy SLPSpRE ) o Yk (5)

n—1 n—1 |4
J

j=1

Man kan visa att den ir v.v.r. , d.v.s. E(o?") = o2

e Med samma exempel som ovan &r motsvarande observerade punktskat-

tning av o2

5% = 0% ps = 6.25.

e Punktskattningen av o far genom att dra roten ur (5) och p.s.s. med
observerad punktskattning, som alltsa &r ,/UQZbS = 2.5.

Obs! J(*)bs finns pa minirdknaren

Definition 2 Givet tva punktskattningar 77 och 75 av samma parameter .
71 ar effektivare dn 75, omm

Ex 5.6

En punktskattning av skjuvspanning for en kabel i en kabelbro gors med
observerat viirde 25.0kN/m?. Nagot decennium senare gors en ny miitning och
man far 21.0kN/m?. Vid forsta métningen anvinde man en metod med stan-
dardavvikelse o1 = 2.0 och vid den andra métningen oo = 1.0. Man funderar
pa att viga ihop de tva métresultaten pa ett effektivast sitt. Innebér det att
man inte skall ta hénsyn till det forsta métresultatet (som ju har hogre virde
pa o)?



1.3 Intervallskattning 1 FORELASNING V

Losning

Vi viljer en effektivaste metod av typ p* = t-& 4 (1—1t)&;. Vi observerar forst att
den &r v.v.r. Med effektivast menas att vi skall vélja ¢, sa att V(4*) minimeras.
Variansen ar

V(") =V(t-& + (1 —1)&)) =t2-2.0% + (1 — 1)*1.0% =: h(t).
Minimum erhalls da derivatan = 0:
B(t)=-21—-t)+8=0+=t=0.2.

Den effektivaste skattningen ar p* = 0.2-& +0.8£5 och motsvarande observerade
varde ar
uébs =0.2-25.40.8-21.0 =21.8.

e Varfor gora flera métningar £, k= 1,2,3,...,n pasamma typ av objekt
(ex.vis ldngd, tyngd eller skjuvning)? Lat &, &s,...,&, vara ober. och
likafordelade stok. variabler., med u = E(&;) och V(&) = 0. Vad vinner
man pa att ta medelvirdet av ett flertal matningar?

Vi betraktar medelvirde ¢ och varians V(€): och betecknar standard-
avvikelsen for medelvardet € med .

och
- 1 o o
V) == n-o’l=——=57=—.
©) =3 - Tn
Svaret ar att man far en allt mindre standardavvikelse, ju storre stick-
provstorlek, (d.v.s. ju storre n).

1.3 Intervallskattning

Vi gor bara intervallskattning pa p och o fér Normalfordelning. Vi erinrar oss
om frekvens- och fordelningsfunktion for standardnormalférdelningen ar

1
p(r) = W

_ 2
e~ /2 och

o) = [ el
dér ®(x) finns tabellerad.

Ibland vill man skatta en parameter med ett intervall, sasom p fér en nor-
malfordelning. Detta innebéar att man med stor sdkerhet, ex.vis 95%, vill pasta
att o € [a, b], ett intervall som inte &r alltfor stort. Vi skall nedan intervallskatta
poch o (bara) f6r en normalférdelning. For detta infor vi, for N(0, 1), kvantiler.
Ex,vis r & = \g.05 = 1.6455, det x, sddant att 0.95 = 95% av arean under ¢(x)
ar t.v. om detta z.
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1.3.1 Intervallskattning av p i normalférdelning

Vi har sedan tidigare att for &, k = 1,2,...n likaférdelade och oberoende och
med v.v. pu och standardavvikelse o, att

C:=>p_1& har E(() =n-poch V(¢) = no?
och

r ()
n:=7% har E(n) =n-poch V(n) = o

uwda o kdnd  Givet & och psom i (6) dar vi dessutom antar att & € N(u, o).
Vi skall da utnyttja punktskattningen z for att goéra en intervallskattning av pu.
Vi vet att Z € N(u,0/+/n). Vi borjar med att bestimma a, s& att

—a<é—-p<a

med, sdg 1 — a = 95%:s sakerhet, d.v.s. @ = 5% = 0.05. Vi gér om mittenledet
till en N(0, 1) stok. var. Vi skriver detta ekvivalent som

a E—p a E—p
- < < h € N(0,1). 7
TV < ol < ofw °® ofym N0 )
P.g.a. symmetri far vi vinster och hoger grins som x = —\, /2 och x = A\, /5.

Vi sétter vinsterled till —A, /o och HL till A, /5 i (7) och far en tvasidig inter-
vallskattning av p som

—Aaj2 < <Aaj2 == &= Aap0/Vn < p <&+ Ayppo/vn  (8)

/f

eller som intervall B
E - )‘a/20/\/rﬁ7 g + Ao¢/20'/\/ﬁ] .
Motsvarande observerade intervallskattning ges av

T—o/Vn<pu<T+oa/yn. (9)

eller som intervall

[T — Xaj20/V/n, T+ Najao/\/n].

Ex 5.7 Ett observerat stickprov pa u ar {48.5,50.5,49.,54.5,52.5} av storlek
n =15 av en normalférd. N(g,0.5). Bestam

(a) ett tvasidigt 95% konfidensintervall for p.

(b) ett ensidigt nedat begrénsat 95% konfidensintervall f6r p.
Losning

(a) ett tvasidigt (symmetriskt) 95% konfidensintervall for p: Ao /2 = Xo.o25 =
{tabell} = 1.96. Nu ar T = 51.0. Konfidensintervallet &r

[50.5617, 51.4383] = [50.5,51.5].
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(b) ett ensidigt nedat begransat 95% konfidensintervall for p ser ut sa har

g

[f—/\a~%,oo

) = [50.6, c0).

i da o okdnd 1 detta fall betraktar vi forst variansen som en stokastisk
variabel, en punktskattning:

n—1
k=1

= YL (10)

e Obs, man borde dividera med n och inte n — 1 men divisionen med n — 1
gor att o2" blir v.v.r., d.v.s.

E(0*") =02
Den ar dessutom den mest effektiva.

e Motsvarande observerade punktskattning ar

n

* 1
02ohs = 8 = n_1 Z(fk -z)% (11)
k=1

Vidare maste vi veta fordelningen for detta o2

Det &r en fordelning som liknar N(0, 1) men med lite "bredare” form.

Ex 5.8 Vi loser (a) och (b) i foregaende exempel men med o okdnd. Med
samma observerade stickprov som i foregaende exempel men vi punktskattar o
genom att punktskatta o2 med (10) eller direkt med (11). Man far den v.v.r.
observerade punktskattningen s2 av 02, som man drar roten ur for att fa s'.
Berikning ger observerad punktskattning s av o som

s=2.5
Med ett stickprov av storleken n = 5 talar man om antal ”frihetsgrader” n—1 =

4.

5/2
1
(a) Ett tvasidigt 95% intervall. Frekvensfunktionen &r fy(x) = 12 (2-&-4)
x
men vi inte behover veta det eftersom vi ser i tabell. Vi ser i tabell for
t—férdelningen att motsvarade kvantil (fraktil i boken) &r ¢, /5(4) = 2.776.

Vi har samma medelvérde 51.0. Det ger det tvasidiga konfidensintervallet

[47.8963,54.1037].

(b) Vi far kvantilen ¢, = tg.05 = 2.132 och motsvarande konfindensintervall

[48.6164, o) = [48.6,00) .

1Ej v.v.r. men konvergerar mot v.v.r. di& n — oo.
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1.3.2 Konfidensintervall for ¢2 och o

Vi borjar som vanligt med en intervallskattning, alltsa vi borjar med skat-
tning med stokastiska variabler. Har behandlas endast fallet p okdnd. Vi skall
anvinda punktskattningen av o2, dir &, &, ..., &, allai N(u, o).

Vi soker forst ett intervall for o2 av typen [0, k02" av konfidensgrad 1 — a,
uttrycket med sannolikhet

P(o?<k-0*)=1-a
eller genom att ga 6ver till komplementhéndelsen

P(k-0* <o?) =a.

y="1fh-1%)

I

X
/\/i—a(n_l)
. —1)o?" -1
Plk-0* <0®’)=a = P (n 2)0 <nk
4,_/
exi—l
n—1
L :Xifa(n_l)@
n—1
k = ——.
X%—a(n_l)
2% n—1
ot .
X%—a(n_l)

En uppté begrinsad intervallskattning av o2 av konfidiensgrad 1 — « &r
[0 (n—1)0?" )
) X%,a(n - 1)

(n—1)o%"
X%—a(n - 1)

Eller skrivet som en olikhet

0<o?<
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med konfidengrad 1 — a.

Ex 5.9 Samma som exempel 5.7, och 5.8 med ¢ oként. Bestdm ett 99%
uppat begrinsat konfidensintervall for o2 och o.

Losning
Satt o = 0.01. Har ar

n—1=4,02" =625... och x2 49(4) = 0.30.
Intervallets &vre grins for o2 &r

n—1

2
— - s° =83.3
X%—a(n - 1)

k“’?;bs =

och for ¢ ar 6vre grans i konfidensintervallet ar 9.1, d.v.s. konfidensintervallet
for o ar [0,9.1] av konfidengrad 99%.

Ibland vill man ha ett nedat begrinsat konfidiensintervall for o2. D& utgar man
fran olikheten
ko?" < o?

Ex 5.10 Ge ett nedat begr. konfidensintervall for o2 med konf. grad 99%
samma som i foragende exempel.

Losning

Vi far konf. intervallet

M — ell: v2 o . 00
{0, NIWEY ) = {Tabell: x§g9(4) = 13.3} = [1.883,0)

y="fh1(%)

X2(n-1)

10
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1.4 CGS

"CGS” star for Centrala gransvérdessatsen och siger att summan av ett storre
antal likafcrdelade ober. stok. var., ar approximativt normalférdelad. Som
exempel kan vi ta summan av tva, tre och fyra tarningskast podng i forelasning
1. Grafen av summan paminner om en N—foérdelnings fefkvensfunktion. Lat
N =& + &+ ...+ &, vara en sddan summa, dir E(&,) = pu samt V(&) = o2.
Mer exakt sidger den att

dér n > 30 ar tumregeln.

Ex 5.11 En kontroll av utslapp av kolmonoxid fran ett visst bilmérke far
inte 6verskrida 0.02%. Sannolikheten att en given bil har for hog halt (> 0.02%)
beraknas till 0.05.

400 bilar kontrolleras slumpmaissigt. Vad ar sannolikheten att minst trettio av
dessa bilar har ett for hogt utslapp? Antag att bilarnas utslapp ér likafordelade
och ober.

Losning
400

Lat n = Z«Sk dér & ar utslapp fran bil nummer k. Mer exakt satter vi
k=1

e _ [1 om >002%
"7 Yo, om <0.02%

Ett sadant & ar en indikatorvariabel med parameter p.
Det foljer, efter lite funderingar, att summan &r

n € Bin(400,0.05),

sa vi kan berdkna sannolikheten utifran det.

Men ocksa approximera med normalférdelning, se bild i boken sidan 181.
Den siger att normalfordelning fungerar, om np(l — p) > 10, i vart fall 400 -
0.05-0.95 = 19 > 10. Vi soker sannolikheten P(n > 30). Approximationen
sager att

Bin(n,p) = N(u,0) med g = np och o = v/np(1 — p).
Vi har v.v. u=n-p = 20 och varians o2 = 19.

30 — 20
V19

Svar: Sannolikheten att det finns minst 30 bilar med f6r hogt utslapp av CO é&r
1%.

P(n >30) ~ 1 — F(30), dir F(30) = ® < ) = $(2.29) = 0.99.

11
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Mer om indikatorvariabel
e En indikatorvariabel, med parameter p och Z € Bin(1,p)

e V.v. och varians ar
E(T) = 0-(1—p)+1-p = p respektive V(Z) = 0*(1—p)+1%-p—p* = p(1—p).

e Om Zj, oberoende indikatorvariabler med samma p, sa géaller att

&= ZIk € Bin(n, p).

k=1
Alltsa kan vi fa v.v. och varians {6r Bin(n, p) via rékneregler f6r summa:

n n

E() =) p=n-poch V(§)=> p(l—p)=np(l—p).

k=1 k=1

1.5 Fall d4A man inte har normalférdelning

For & ober. och likaférdelade med k =1,2,...,n och n > 30 ser man
n
Cn == Z &k
k=1
som normalfordelad:

(n € N(np,v/no) och € € N(u,0/+/n).

Ex 5.12 Vid végning av enlitersforpackning av mjolk gjordes 50 métningar
(stickprovsstorlek 50) &a, o, ..., &50, enhet liter, och fick ett observerad summa

Cobs = Zxk = 49.0 (liter) och observerad standardavvikelse s = /020 =

0.1. Gor en (a) punkt- och en (b) symmetrisk intervallskattning, (98%) av
medelvardet, d.v.s. bestam ett dito konfidensintervall.

Lo6sning
(a)

s
T=0098 — =0.0141421...
V50

(b) Man ser nu o som ként och anvénder alltsa inte ¢t—férdelningens kvantiler.
Tabell ger A\g. g1 = 2.32635, sa att konfidensintervallet ar

0.947,1.013].

Kommentarer

12
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e Redan i exemplet med kolmonoxid fran bilar, ar det faktiskt CGS som
anviands. Variabeln n = n,, ar en summa av &. Dessa &r likaférdelade
indikatorvariabler: Vi tilldelar &, = 1 om bil nummer k£ har for hogt
utsépp och & = 0 om vardet ar for lagt. Da géller att

P(& =1)=p=10.050ch P(6 =0)=1—p.

400
Da blir Z & =: n =€ Bin(400,0.05) och denna summa &r approximaivt

k=1
€ N(400p, 400p(1 — p)).

e Vi berdknar dens sokta sannolikheten for kolmonoxidutslappet direkt med

approximationen
400
> & € N(20,4.3589) =
k=1
Pn>30) = 1—-® 10 1 — ®(2.29) = {tabell} = 1 — 0.989 = 0.01
" - 4.3589 . TR E R
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