Losningsforslag till Tillimpad matematisk statistik
LMA521
Tentamen 20190115

Kursansvarig: Reimond Emanuelsson
Betygsgranser: for betyg 3 krdvs minst 20 podng, fér betyg 4 krdvs minst 30 poédng, for
betyg 5 krévs minst 40 poang.

1. (24243 poidng) For héndelserna A och B géller att
P(A) =05, P(B)=04, P(ANB)=0.3.

Berdkna. ..
@ P(A)— P(ANB) _ 0.5-0.3
p(aB) = & i:PEB) ) _ o =033
(b)
P(A°NB®) = P((AUB)®) = 1 — P(AUB) = 1—[P(A) + P(B)— P(ANB)] = 0.4
(c)
P(AUB)N(ANB)?) = P((AUB)\ (AN B)) = {aven} =

= P(A\B)+ P(B\ A) = P(A) + P(B) — 2P(AN B) = 0.3.

2. (143 podng) I de lilla municipalsamhéllet Stuvesberg dr telefonnumren femsiffriga, frin
20000 till 99999.
(a) Antal telefonnummer, som dr mgjliga (finns) dr 80 000.

(b) Man behéller alla telefonnummer som #r mdéjliga i a) men tar bort de som borjar
med siffran 7, d.v.s. 80000—10 10000 = 70 000. Dérefter infér man alla sexsiffriga
telefonnummer, som borjar med 7, d.v.s. man far 100 000 nya telefonnummer.

Antal mdéjliga telefonnummer finns det totalt efter dessa tva dndringar &r alltsd
170 000.

3. (2+2+3 poiing) Tiden for Boérje att ligga ett golv i ett rum (pd 60m?), ir normal-
fordelad med vintevirde 1.5 och standardavvikelse 0.40, dvs &1 € N(1.5,0.40) (enhet
timmar). Efter att golvet &r lagt, tapetseras rummet av Lasse och tar en tid, som &r
&2 € N(2.5,0.41) (enhet timmar).

(a) Sannolikheten golvliggningen tar mindre dn 2.0 h ar

2.0 —1.
o (22=15) _ o5,
0.40

(b) Fér sannolikheten att den totala tiden (golvldggning+tapetsering) har vi att

&1+ & € N(1.5+2.5,1/0.402 + 0.412) = N(1.5 + 2.5,0.5728).
Sannolikheten att den totala tiden ligger mellan 3.5 och 4.5 h &r

4.5 — 4. b —4. 4.5 — 4.
P > 0 - o 35 0 =2[® 45-40 —1=0.62.
0.5728 0.5728 0.5728

c¢) Antag istéllet att de borjar jobba samtidigt, och att férutsdttningarna i ovrigt ar
g g g g
som ovan. Sannolikheten att Boérje blir klar forst:

1.0
0.5728

€1—€5 € N(1.0,0.5728), P(¢1 > £3) = 1—P(£1—6, < 0) = ( ) =1-0.04 = 0.96.



4. (2+3 po#ng) Talen (25.0,26.0,24.5,22.0,25) ir ett observerat stickprov pd en normal-
fordelning med vdntevirde p och standardavvikelse o. Réknehjilp: Fran stickprovet
beréknas medelvirde * = 24.5 och standardavvikelse s = 1.5.

(a) Ett tvasidigt 95%:s konfidensintervall fér vintevirdet p. Stickprovets storlek &r
n = 5, s& vi behdver kvantilen t4,0.025 = 2.78. Intervallet skrivet som en olikhet
och intervall &r

t5,0.025 * S

24.5 + = 24.5 £ 1.86 resp. [22.6,26.4]

(b) Ett uppéat begrinsat 95%:s konfidensintervall f6r standardavvikelsen o: Vi beho-
ver kvantilen x2 5(4) = 0.71 s& att intervallet for o2 och o &r

0, 25 [0,12.7) [0, 3.56]
) =[0,12.7] resp. [0, 3.56].
0.71 P

5. (2+4 podng) Antalet cyklister som passerar GB-bron i Stuvesbergs Centrum under en
minut dr Poissonfordelat med vintevirde 1.5. Antalet cyklister under olika minuter
antas oberoende av varandra.

(a) Sannolikheten att minst tva cyklister passerar bron under en given minut ar

A0 Nt
PE>2) =1-PE=0)-PE=1)=1-c (§+F) — 044
60
b) Lat ¢ = £k. Sannolikheten (approximativt) att minst 60 cyklister passerar
y
k=1

bron under en timma &r
P(¢ > 60)

dér ¢ approximativt dr N(60\, v60X) enl. CGS och 60X = 90, v 60\ = 9.48683.

P(g>60):1—P(<§60)z1—<b(M> :@(i) = 0.999

9.48683 9.48683

6. (3 + 2+ 2 poing)
Familjen Yrsel dkte pd gemensam cykelsemester férra sommaren. Semestern varade i
32 dagar och varje dag innebar en cykelstricka pd 3 mil (vi kan tinka oss att varje
stricka var likvéirdig i svarighetsgrad).
Vi kan tdnka oss att tiden en stricka cyklades 4r en responsvariabel (y). Responsvari-
abeln kan péaverkas av tre olika faktorer (&lder, kdn och om det regnar eller inte). D&
familjen bestar av jamnariga foréldrar och deras tvd barn som &r tvillingsyskon (en
flicka och en pojke) samt att det regnade 16 av dagarna som familjen cyklade si kan
man undersdka responsvariabeln med hjilp av ett 23 forsék diir det existerar 4 replikat
for varje provgrupp.

(a) Beridkna huvud- och samspels-effekter.

Losning
M— 164.9 + 43 + 159.1 + 38.5 —‘,8- 224.7 4+ 179 + 222.2 + 183 —151.8
Iy = —164.9 + 43 — 159.1 4 38.5 — 224.7 + 179 — 222.2 4- 183 — _81.85
4

lg=-=-22
log=---=100.9

Iug = =2.0

lac = =384

lpe=-=29

lapc=---=1.3

(b) Berdkna ett 95%-igt referensintervall och avgdr vilka skattade effekter som &r sig-
nifikanta. Till din hjilp far du att den skattade standardavvikelsen f6r effekterna
har rdknats ut till segexs = 4.5. Denna har man rdknat ut med hjéalp av alla s;
vdrdena i tabellen.



Faktorer | A: Alder | B: Kon | C: Regn
Lag (-) 12 Man Torrt
Hog (+) 42 Kvinna | BIlott

1 - - - | 164.9 | 4.3

2 + 1 - - 43.0 3.9

3 - |4+ ] - ]159.1| 4.8

4 + |+ -] 385 | 51

5 - -+ ]2247]| 70

6 + |- |+ ]1790 | 49

7 - 4|+ ] 2222 7.7

8 + |+ | + | 183.0 | 10.5

Tabell 1: Faktorer samt forsoksplan for tiden det tar att cykla en
stricka om 3 mil.

Nr. |A|B|C | AB | AC | BC | ABC Ui Si

1 - -] - + + + - 164.9 | 4.3
2 + -] - - - + + 43.0 | 3.9
3 -+ - - + - + 159.1 | 4.8
4 i + - - - 385 | 5.1
) - -]+ + - - + 224.7 | 7.0
6 + -]+ - + - - 179.0 | 4.9
7 -+ ]+ - - + - 2222 | 7.7
8 + |+ |+ + + + + 183.0 | 10.5

Tabell 2: Provtagningsplan med samspelseffekterna tillagda.

Losning
Forst berdknar vi den gemensamma skattningen av variansen sisom

352 +3s2 +...
sizw:ﬂ).ﬁa
3*8

2
Eftersom effekten har variansen Ugf'fekt = 4% s& blir skattningen av effekternas

varians
9 40.65
Sefert = —5— = 20-3.

Alltsa far effekten den skattade standardavvikelsen segext = 4.5. Det tvasidiga
95%-iga referensintervallet fas genom att multiplicera standardavvikelsen for ef-
fekten med 97.5% kvantilen for t-fordelningen med frihetsgraden 8(4 — 1) = 24.

Alltsd blir referensintervallet

0 % t0.025(df = 24) - Sefrers = 0% 2.06 - 4.5 = 0 £ 9.27.

Fran referensintervallet kan vi slutleda oss till att effekterna A, C, och AC é&r

signifikanta eftersom dessa alla har ett absolutvirde storre &n 9.27.

(¢) Under familjen Yrsels cykelsemester si cyklade far och dotter pa racingcyklar och
mor och son pd mountainbikes. Detta kan ha spelat in i hur snabbt de cyklade.
Man kan alltsd rdkna in en fjirde faktor, D som motsvarar cykeltyp dir lag (-)

skulle motsvara racingcykel och (+) mountainbike.

Forsoksplanen dr alltsa egentligen en reducerad forsdksplan, 24~ 1-plan. Bestim

generator, ord och upplésning for denna reducerade férséksplan.



Losning

D& en person dr antingen gammal och kvinna eller ung och man sd kommer de
cykla pd mountainbikes, annars inte. Det betyder alltsd att D:s kolumn motsvarar
tvafaktorsamspelet AB d& AB har positivt virde d4 A och B dr bada laga eller
A och B ir bada hoga.

Ni. [A[B[C[[AB[AC[BC[ABC[ D] 4 si

T |- -1-1+ 1+ 1+ - [ +]1649] 43
2 |+ --0 -1 -1+ + |-/ 430 39
3 |-+ - -]+ - + - | 159.1 | 4.8
4 |+ l+] -+ -] - - |+ | 385 | 5.1
5 |- -1+ + ] - - + |+ 2247 | 70
6 |+ |-+ - |+ - - - | 179.0 | 4.9
7o -+ - -+ - - 2222 | 77
8 |+ |+ |+ + |+ +] + || +]180]105

Tabell 3: Tabell med den exta faktorn D inkluderad.

Man har alltsd generatorn D = AB. Detta ger den definierande relationen I =
ABD. Ordet dr alltsd ABD som har upplosning I11. Vi har alltsd en 2}‘1_11—p1an.

7. (4 + 2 podng) Foretaget Mdleri AB tillverkar penslar. I deras fabrik utévar de styran-
de kontroll genom att kontrollera lingden pa 10 av de tillverkade penslarna varje dag.
Under tva arbetsveckor uppmitte de féljande stickprovsmedelvirden och stickprovs-
standardavvikelser pa sina penslar.

Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T; 12.28 | 10.41 | 10.22 | 11.67 | 13.41 | 10.88 | 8.65 | 9.49 | 6.95 | 8.83
S; 4.24 3.79 4.37 3.72 3.62 5.46 | 5.84 | 4.20 | 3.52 | 5.06

Tabell 4: Tabell 6ver prickade viarden under 2 arbetsveckor pa Maler:
AB.

(a) Skapa Z- och s-diagram for att avgdra om penseltillverkningen verkar vara under

statistisk kontroll under dessa tva arbetsveckor.

Losning

Vi vill skapa ett £—diagram f6r att avgdra om medelvirdet fordndras under tids-
perioden.

10 -
Ci=p~7= Z%&“:mzs
Sy =C) + 3% ~ ¢+ A35 = 10.28 + 0.975 - 4.38 = 10.28 + 4.27 = 14.55
(o
Su=0C; —3-2_ ~ ¢ — Azs = 10.28 — 4.27 = 6.01
V10

Vi vill d&ven se om spridningen foréndras. D3 vi har s;-virden s& far vi gbra ett
s—diagram for spridningen.

Ss ~ B45 =1.716 - 4.38 = 7.52

Su ~ B35 =0.284-4.38 =1.24

Ingen punkt ligger utanfér styrgrinserna s& penslarna ser ut att tillverkas under
statistisk kontroll.
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(a) z—diagram (b) s—diagram
Figur 1: Styrdiagram for uppgiften.

(b) For att penslarna skall leva upp till Méleri ABs kvalitetskrav sd miste penslarna
ha en ldngd mellan 8 och 11 centimeter. Berdkna korrigerat duglighetsindex och
avgdr om processen producerar penslar som med tillrickligt god marginal lever
upp till kvalitetskraven.

Losning
Duglihetsindex &r
cp=to =T To—Tu 1128 4,
60 65 6-4.38
Da C)p bor vara stérre d&n 1.33 sd ser vi redan nu att spridningen &r for stor
for att vi skall vara n6jda med kvaliteten pa penslarna. Eftersom det fragas om
korrigerat duglihetsindex sa fortsdtter vi &nda att rikna ut detta,
- M T — M 10.28 — 9.5  1.56
oM =gt =ML lE= M =2 =052
Ts—Tw Ts5—Ta 3 3
Det korrigerade duglighetsindexet blir darfor
Cpr = Cp(1 —0.52) = 0.114 - 0.48 = 0.055.
Eftersom 0.055 < 1.33 sa lever inte tillverkningsprocessen upp till de krav som
vara toleransgrénser kraver.
8. (14 2+ 2+ 3 podng)

JosAB ir ett féretag som koper in dpplejuice och séljer i Goteborgsregionen. De vill
utféra acceptanskontroll pa de partier de kdper in fér att minska antalet salda forpack-
ningar med missfargningar.

Varje parti de koper in innehaller 2000 férpackningar med juice. JosAB anser att om
mindre &n 50 av dessa dr missfargade sd dr partiet sd bra att de med stor sannolikhet
bor accepteras for forsiljning. Om mer dn 200 av forpackningarna &r missfargade si
anses partiet vara sd daligt att det med stor sannolikhet bor avvisas.

(a) Rikna ut acceptabel kvalitetsnivad (d.v.s p1) och grinskvalitet (d.v.s p2).

Losning
P1 = 5005 = 2.5% och pa = 200 = 10%.

(b) JosAB vill ha en producentrisk (a) pd 5% och en konsumentrisk (8) pa 10%.
Vilken enkel provtagningsplan bor de anviinda for att minimera antalet kontrol-
lerade forpackningar men samtidigt ha tillréckligt sm& konsument- och producent-
risker? (Anvind bifogat binomialférdelningsnomogram.)



Losning

Genom binomialnomogrammet i figure 2 ser vi att n = 75 och ¢ =~ 4 ger en bra
enkel provtagningsplan (egentligen bor n vara 78 eller 79 om C = 4 men alla
virden mellan 70 och 80 godtas ).

Konstruera en dubbel provtagningsplan som uppfyller samma kriterier.

Losning
Lat oss titta pd kvoten % = 21% = 4 ~ 3.88. Ndrmast virdet fran tabell hittar

vi alltsd i provtagningsplanen med n1 = n2,c1 = 2,c2 =5 och r1 =rg =6.
Antal enheter att kontrollera kan man fa ut pd tva sitt fran tabellen:
1.43
n-p1 =143 n=—— =572
0.025
5.55
n-p2 =555 n= 0—1 = 55.5.
Vi kan ta det storsta av dess: n; = no = 57.2.z 58. Vi tog det stdrsta av dessa
och avrundade uppat eftersom vi vill vilja en plan som fortfarande uppfyller att
riskerna dr tillrdckligt sma.
Om du €j 16st (c) s& vilj en dubbel provtagningsplan som du tycker dr rimlig och
rikna pa den i fraga (d) istéllet.
Rékna ut producentrisken med den givna dubbla provtagningsplanen. Ange ap-
proximationer om sddana beh&ver goras.

Losning

Vi kan approximera antalet funna defekta med en binomialférdelning. Antalet
defekta i férsta urvalet kan d& modelleras med en slumpvariabel £ ~ Bin(n =
58,p) och f6r andra urvalet med &2 ~ Bin(n = 58,p).

Producentrisken kan réknas ut som

5
a=1-L(p)=1-P& <2%p=p1) -y Pl <5-&l& = i;p = p1)P(&1 = é5p = p1).

i=3
For att ta fram dessa sannolikheter behdver vi férst rdkna ut sannolikheten att
&1 antar vérdena 0,1,2, 3,4, 5.

Pil—p1)** 7" =0.04

)P = p1)* 0 = 0.01

Sannolikheten att acceptera i forsta urvalet dr
P& =0)+ P& =1)+P(&1 =2) =0.23 4+ 0.34 + 0.25 = 82%.
Sannolikheten att acceptera i andra urvalet ar
(P(2 =0) + P(2 = 1) + P(&2 = 2)) P(&1 = 3)+
(P(§2 = 0) + P(§2 = 1)) P(é1 = 4) + P(§2 = 0)P(§1 = 5)
=0.82-0.1240.57-0.04 4+ 0.23 - 0.01 = 12%

Slar man ihop dem far man en sannolikhet p& 94% att acceptera ett parti om p =
p1. Det motsvarar en producentrisk pd 6% (utriknat i datorn utan avrundning
av decimalerna blir det 5.147%). Producentrisken #r allts& lite hogre dn vad vi
egentligen ville tilldta. Detta beror pd att tabellen vi anvinde dr approximativ.
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Figur 2: Ifyllt binomialnomogram f6r 16sningen
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