Matematisk statistik och diskret matematik I'T2, MVEQ050 LP IT 2007

Vecka 3

Markovkedjor och poissonprocesser

Storre delen av den hir veckan kommer att handla om markovkedjor, som dr en sekvens av
stokastiska variabler med en viss typ av beroende:
Xo, X1, Xo,... dr en markovkedja om f6ljande villkor giller:

P(Xn+1 = .'L'|X0 = .’L'O,Xl =1, -;Xn = QJn) = P(Xn+1 = .’L'an = il','n)

Detta villkor kallas markovegenskapen. Ofta tdnker man sig att man hoppar mellan olika
tillstand och att vid tid n befinner man sig i tillstand X,, — da siger denna egenskap att
7 givet nuet beror vad som ska hinda i framtiden bara pa nuet och ej pa det forflutna” (n+1 =
framtid, n =idag, 1, ...,n—1=férflutet). En &vergangsmatris innehaller sannolikheterna P;; =
P(Xp41 = j|Xp =), dér i och j dr mojliga tillstand (utfall).

Pa grupparbetet kommer vi att undersoka sk absorberande markovkedjor, dvs kedjor dir
det finns ett eller flera tillstand som &r absorberande pa sa sétt att férr eller senare sa hamnar
man i ett sddant tillstdnd och dd kommer man aldrig darifran.

Veckans andra foreldsning kommer huvudsakligen att handla om poissonprocesser. Sadana
processer kan anvindas for att modellera hur en viss hindelse intréiffar slumpmaissigt i tiden,
rummet etc, med en viss intensitet. Vi gar hér tillbaka till kapitel 3 och 4 i boken och tar
upp tva fordelningar: Poissonfordelningen eftersom antalet hindelser i ett intervall har en
sadan fordelning och exponentialférdelningen som #r den kontinuerliga fordelning som av-
standen mellan hindelser har. Poissonprocesser éir anvindbara inom tex telekommunikation
och koteori.

Schema

e Mandag 12 nov: 13.15, sal HA3. Forelisning.

e Onsdag 14 nov:  8.00, sal ES51, ES52, Demonstrationsrikning samt rikning pa egen hand.
13.15, sal HC2. Foreldsning. Deadline for grupparbete 1.

e Fredag 16 nov: 10.00, sal ML7, ML6. Grupparbete 2 — Penney’s game, samt ev egen rikning.

Litteratur
e Markovkedjor:

— Kap 11.1 i Grinstead & Snell (GS): Introduction To Probability (delas ut).
— Utdelat material om Absorberande markovkedjor.

e Poissonprocesser: Kap 3.8 och 4.3 i Milton & Arnold (MA).

Ovningar

P& demonstrationsrikningen kommer vningar att viljas bland féljande:
Kap 5, MA: 5, 15, 25, 26, 29, 37
Kap 11, GS: Avsnitt 11.1: 2, 7, 11; Avsn 11.2: 1, 19a

Foljande ¢vningar rekommenderas ni att rikna pa egen hand:
Kap 5, MA: 1, 4, 16, 35

Kap 11, GS: Avsnitt 11.1: 3,5; Avsnitt 11.2: 3

Kap 3.8, MA (efter onsdag): 61, 62, 64, 70

Kap 4.3, MA (efter onsdag): 34, 35, 36, 37
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Figur 1: Ett exempel pa en markovkedja med tillstindsrum T = {1,2,3,4,5,6, 7}. Kedjan
har ett s.k. absorberande tillstand, om den vid nagot tillfille hamnar i tillstand 6 s& kommer
den att stanna dir for alltid, dvs om for nagot n, X,, = 6, sa dr X,;, = 6 for alla m > n. Pa
varje pil finns sannolikheten for att den ska vandra just den vigen angiven.

Vi tolkar bilden pa foljande sétt. Om Xy = 1 sa dr sannolikheten 1/2 for att d&ven X; =1 och
1/2 for att X1 = 2. Om kedjan efter 2 steg befinner sig i tillstdnd 4, dvs X5 = 4, s& kommer vi
med sannolikheten % att hamna i tillstdnd fem efter néista steg, dvs P(X3 = 5|X5 = 4) = 1.
Vi kallar dessa sannolikheter fér overgingssannolikheter och betecknar dem med betingade
sannolikheter, exempelvis Psy = P(X, 41 = 3| X, = 2).
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