1 Sannolikheter

Terminologi: Ett experiment leder till ett utfall. Mangden
av alla mojliga utfall kallas fér utfallsrummet och betecknas
med S. En héindelse A bestar av ett eller flera utfall och &r
en delmingd av S.

Ett sannolikhetsmatt P dr en funktion som &r definierad pa
héndelser och uppfyller sannolikhetsaxiomen

1. P(S) =1 (nagot av utfallen intriffar sikert).
2. P(A) > 0 for alla héindelser A.

3. P(U?iIAJ = Zzoil P(AZ) om Al,AQ, e
dvs inte kan intriffa samtidigt.

dr disjunkta,

Satser som foljer av axiomen:

1. P(A°)=1- P(A).
2. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).

Den betingade sannolikheten for A givet att B har intréffat
ges av P(A|B) = £U4N05)

P(B)
Bi,...,B, &ar en partition av S om Uj—;B; = S och alla
Bi,..., B, ir disjunkta, dvs precis en av hiéndelserna B; in-

triiffar. Ex: {B, BC} &r en partition.

Lagen om total sannolikhet séiger att
P(A)=3""_ | P(A|B;)P(B;) da Bx,..., By &r en partition.

Bayes sats:

) _ P(A[By)P(B;) _ _ P(A|B;)P(B;)
P(Bi|A) = P(A) T X7 P(AIBy)P(By) "
Tva hindelser A och B #r oberoende om P(A N B) =
P(A)P(B).

2 Stokastiska variabler

En stokastiska variabel (sv) X &r en variabel vars vérde &r
slumpméssigt. En sv dr diskret om den endast kan anta ett
upprékneligt antal virden (ex: bara heltal), och kontinuerlig
om den kan anta ett 6verupprikneligt antal virden (ex: alla
reella talen) men inget enskilt viirde har en positiv sannolikhet.

X:s férdelningsfunktion ges av F(z) = P(X < z). Om X &r
diskret har den en sannolikhetsfunktion f(x) = P(X = z) sa
att F(z) = >, ., f(k). Om den &r kontinuerlig giller istallet
F(z) = [*_ f(u)du, dér f &r en téthetsfunktion.

Vintevirdet f6r X ges av E[X] =), kf(k) om X ar diskret,
E[X] = [%_uf(u)du om X &r kontinuerlig. Rékneregler (a
konstant):

e Ela] =a.

e FlaX]=aE[X].
o E[X +Y]=E[X]+ E[Y].

Markovs olikhet: P(X > ¢) < ZX1

— c

Man kan berdkna E[h(X)] om h dr nagon funktion: E[h(X)] =
> h(k)f(k) eller [ h(u)f(u)du.

Variansen ges av Var(X) = E[(X - E[X])?] = E[X?]-E[X]*.

e Var(a) = 0.
e Var(aX) = a®Var(X).
e Var(X+Y) = Var(X)+Var(Y) om X och Y &r oberoende.

Chebyshevs olikhet: P(|X — E[X]| > ¢) < Y%,

Standardavvikelsen SD(X) = /Var(X).

Momentgenererande funktionen mx(t) = E[e*'] =
SR BXM . BIX] = mi (0).

Tva sv X och Y har en simultan férdelning med (om de &r
diskreta) simultan sannolikhetsfunktion fx vy (z,y) = P(X =
z,Y = y). Man kan fa fram den marginella sannolikhets-
funktionen genom att summera bort den andra variabeln:
fx(@) = ¥ frv @, k), fy (9) = Xy fxy (k,y). Vinteviirden
berdknas: E[h(X,Y)] = >, >, h(k, 1) fx v (k,1). For kont. sv
byts summorna mot integraler.

X och Y ir oberoende om fx y(z,y) = fx(z)fy(y) for alla
z,y. Kovariansen Cov(X,Y) = E[XY]— E[X]|E[Y] och kor-
relationen Corr(X,Y) = % méter linjirt beroende

mellan X och Y. Ober. = Cov = 0, men inte omvént.

Om Xi, Xo,... alla &r oberoende med samma f6rdelning
och 1 = E[X1] < oo sa sdger Stora Talens Lag att
% »_ 1 Xi — p med sannolikhet 1. Den svaga stora talens
lag: "P(|L 3" Xi — u| > €) — 0 for alla e > 07, kan man
visa med Chebyshevs olikhet.

2.1 Nagra fordelningar

Om alla virden i ett intervall I &r lika sannolika sa ar X:s
fordelning likformig. Om X &r diskret: f(k) = 1,k € I dér
n dr antalet punkter i I. Om X #r kont.: f(z) = %,ZE € I dar
L &r I:s langd.

Om man upprepar férsck som lyckas med sannolikhet p obero-
ende av varandra sa &r antalet forsok till och med man lyckas
forsta gangen geometriskt fordelat: f(k) = (1—p)*~!p k =
1,2,..., och antalet lyckade forsok pa de n forsta gangerna

binomialférdelat: f(k) = (})p*(1 —p)" .

Om (tid)punkter #r slumpmissigt fordelade sa att

1. antal punkter i disjunkta intervall &r oberoende,

2. forvantat antal punkter i ett intervall &r proportionellt
mot intervallets lingd L: AL,

3. sannolikheten for fler &n en punkt i ett intervall gar
snabbt mot noll da intervallets langd minskar,

da &r ar antalet punkter i ett intervall av langd L Pois-

sonférdelat: f(k) = e‘AL%. Avstandet mellan tva punk-
ter (om intervallen &r lings en (tids)axel) har en exponenti-
alférdelning: f(z) = ALe ** (en kont. férdelning).
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En kont. sv X med tithet: f(z) = —=t=e”

2mo?

normalférdelad med E[X] = u, Var(X) = o®. Rikneregler
for normalfordelade sv:

Sigs vara

e aX +b~ N(ap+b,a*c?)

e X+Y ~ N(ux+py,0% +0%) om X och Y #r oberoende
och normalférdelade.

Enligt Centrala Griansvirdessatsen dr en summa av manga
oberoende stokastiska variabler som alla har samma férdelning
approximativt normalférdelad da antalet termer &r stort (> 30
ricker ofta bra). Normalférdelningens vintevirde dr summan
av de enskilda véntevirdena och dess varians &r summan av
de enskilda varianserna.

For binomialférdelningen leder CGS till att Bin(n,p) =
N(np,np(l —p)) da n - min{p,1 — p} > 5.

3 Markovkedjor

En stokastisk process ir en f6ljd av sv X1, X2,... som kan
ha nagot beroende. Om P (X411 = j| Xk =4, Xp—1 = i2,...) =
P(Xk4+1 = j| Xk = 1) = pij, dvs "det rdcker med att veta da-
gens tillstand for att veta fordelningen for vérdet imorgon”
(vilket kallas Markovegenskapen), da dr X1, X»,... en Mar-
kovkedja.

Man brukar samla Overgangssannolikheterna p;; i en
6vergangsmatris P = (p;;). Elementen pgf) i matrisen P* =

P - - P ger sannolikheterna att ta sig fran ¢ till j efter k steg.

Ett tillstand a kallas absorberande om p., = 1, dvs man
fastnar i @ om man kommer dit. m; ar tiden till absorbtion i
nagot tillstand da man startar i tillstdnd i och ¢* &r sanno-
likheten att absorberas i a, istéllet fér nagon annanstans, da
man startar i tillstand i:

0 om % absorberande
m; =
14>, piema

annars
1 omi=a
E“) =40 om ¢ # a och absorberande
> pikq,ia) annars
4 Statistik
Ett stickprov Xi,...,X, bestar av oberoende och

likafordelade sv. En skattare 6 av en parameter 6 é&r
en funktion av stickprovet. En skattare bor girna vara
viintevirdesriktig: E[] = 6, och ha lag varians. Ett
utfall av en skattare kallas fér en skattning. Vanliga
vantevirdesriktiga skattare: X = Lis" X, (skattar

_ .n =1
vintevirdet), S% = —2 5 S (Xi — X)? (skattar variansen),

=D

p= %X7 dir X ~ Bin(n,p) (skattar p).

Ett konfidensintervall (KI) med konfidensgrad (1 — «) dr ett
stokastiskt intervall som med sannolikhet (1 — ) técker det

sanna parametervirdet 6. Manga konfidensintervall dr pa for-
men 0+ M, dvs punktskattningen plus/minus en marginal M.

(Undantag: KI for o> da observationerna Xi,...

(n—1)8? (n—1)S2
2 D) XE_ (D)
dr chi-tva-fordelningens a-kvantil.)

, Xp alla ar

N(p,0) med oként p ges av ( ), dér X2

For ett stickprov har vi (z och ¢ dr normalférdelningen resp.
t-fordelningens kvantiler):

01 6| M Villkor

wl X ZQ/Q% (1): o kind; n > 30 eller N-obs.”
wll X tg};l)% (2): o okénd & N-obs.*

Pl B | Zase/ 22| (3): n-min{p, 1 —p} > 5.

Om man jamfor tva oberoende stickprov sa far man liknande
KI som ovan.

0 0 M Villkor!
w1 —pe || X1 — Xo 2o /20 n% + 712 (1)¢
M1 — p2 Xl — XQ tfy”/;‘*"g—ﬁsp\/ﬂ (2)¢§
p1—p2 || P1— P2 za/z\/ﬁl(:ﬁ” + 132(1;132) 3)

Det finns en signifikant skillnad mellan grupperna om nollan
inte ligger i KI:t.

5 Kombinatorik

En talfsljd ag, a1, ... har genererande funktion (gf) A(z) =
Y oreo axz®, vilken kan bl.a. anvindas for att berdkna antalet
heltalslésningar (y1,...,yn~) till Zi\]ﬂ cryr = n med bivillkor,
och att finna slutna uttryck for talféljder som definieras med
en rekursion a, = Zszl CLQn—Fk-
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Givet A(z) kan man fa fram talfljden sa hir: ar = A% (0)/k!

6 Varning

Detta ar bara en 6versikt, annat ingar ocksa i kursen, t.ex. att
kunna hérleda vissa resultat och ocksa att kunna tillimpa sina
kunskaper pa praktiska problem.

Svara aldrig med negativa sannolikheter, sannolikheter storre
dn ett eller negativa varianser!

*Alla observationer X1, ..., X, &r var for sig normalférdelade.
(1), (2) resp. (3) skall gélla for bada stickproven.
Observationerna i bada stickproven maste ha samma varians.
§g2 _ (n)S3+(na—1)5%
P niy+ng—2



