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e Tre obligatoriska och ganska omfattande grupparbeten
ingar i kursen (se hemsidan).

e Se till att ocksa rakna de foreslagna talen (pa vecko-pm:et)
infor assistenternas genomgangar.

Exempel pa stokastiska variabler
e Antal prickar nasta tarning jag kastar kommer att visa.
e Borsens upp- eller nedgang i procent idag.
e Nederb6rdsmangden néasta ar.

Exempel pa stokastiska processer
e Borskurser.
e Temperaturkurva.
e Datatrafik dver internet.

Under kursen kommer vi att g igenom
¢ Grundlaggande sannolikhetsteori (idag).
e Stokastiska (dvs slumpmassiga) variabler, vars varde beror
pa nagot slumpfenomen.
e Stokastiska processer: slumpmassiga skeenden i tiden.
e Statistik: hur man péa béasta satt drar slutsatser fran data
och hur saker man kan vara pa resultaten.

¢ Diskret matematik, sarskilt kombinatorik och sa kallade
genererande funktioner som ar anvandbart inom
sannolikhetsteorin.

Anvand er intuition.

e Sannolikheter ligger mellan 0 och 1, och uttrycks darfor
ofta i procent.

e Sannolikhet néra 0 betyder att en handelse ar osannolik.
e Sannolikhet nara 1 betyder att den &ar sannolik.

e Sannolikhet lika med 0.5 betyder lika sannolik som
osannolik, tank pa en mynsingling (krona/klave).

Fraga er sjalva, i de fall det &r mojligt: "Ar resultatet rimligt?”

P(A) utlases "sannolikheten for (att) A”




Begreppet sannolkhet kan tolkas pa flera satt.

Vi kan saga att sannolikheten &r personlig om olika personer
kan tillskriva den olika varden. Sarskilt om férsdket inte kan
upprepas. Exempel:

e Kommer den globala medeltemperaturen héjas 4°C? Olika
experter kan ge olika uppskattningar av sannolikheten.

¢ Vadslagning kraver nastan att folk har olika uppfattningar
om sannolikheterna for att den ska bli av.

Vi kan ha en klassisk tolkning om det ar sa att alla utfall, dvs
alla enskilda saker som kan intraffa, ar lika sannolika. D& ar
P(A) = n(A)/n(S), dar

e n(A) ar antalet utfall som leder till handelsen A,

e n(S) ar totala antalet utfall.

Exempel: Tarningskast med vanlig tarning. A = den visar udda.
n(A) = 3, eftersom de tre utfallen 1,3,5 &r udda.

n(S) = 6, eftersom det finns sex mojliga utfall.

Alitsd ar P(A) = 3 = 1.

Har ar ofta kombinatorik anvandbart.

Vi talar om en frekventistisk tolkning av sannolikheter om vi
tycker att P(A) ~ f(A)/n dar
e f(A) ar antalet ganger A intraffar da
e Vi upprepar ett visst forsok n ganger.
...men f(A) ar ju slumpmassigt i sig...?
Vi menar egentligen

Vi kan ocksa tala om ett axiomatiskt forhallningssatt.

e Staller bara minimala krav pa vad "sannolikhet” &r, dvs hur
funktionen P(A) skall bete sig.

e Knyter samman de tidigare namnda tolkningarna.
e Ari sig tolkningsfri.




Terminologi

o Ett experiment leder till nagot visst utfall (dven om vi inte
kan upprepa experimentet).

e Mangden av alla méjliga utfall kallas for utfallsrum (eng.
sample space) och betecknas S.

¢ Olika utfall kan kombineras till handelser som alltsa ar
delmangder av S

Ex. Tarningskast. Utfallen ar 1,2, 3,4, 5, 6. Utfallsrummet ar
S={1,2,3,4,5,6).

Héndelser: "sl& mindre an 4” = {1, 2, 3}, "sla jamnt” = {2, 4, 6},
"sla fyra” = {4}, etc.

Venn-diagram ar ocksa valdigt nyttiga for att forsta
mangder/handelser.

Mangden A

Utfallsrummet kan beskrivas med ett trad om det genereras av
flera olika "val”. Ex: Vadret idag och imorgon.

Regn idag Regn imorgon  Utfall
(ja, ja)

(ja, nej)

(nej, ja)

nej (nej, nej)

S= {(Jaaja)7 (Jaa nej)7 (nej’ja)’ (nqv nej)}

Venn-diagram ar ocksa valdigt nyttiga for att forsta
mangder/handelser.

Mangden B




Venn-diagram ar ocksa valdigt nyttiga for att forsta
mangder/handelser.

Snittet AN B = "Bade A och B”

Venn-diagram ar ocksa valdigt nyttiga for att forsta
mangder/handelser.

Komplementet: A’ = "Inte A”

Venn-diagram ar ocksa valdigt nyttiga for att forsta
mangder/handelser.

Unionen AU B = "A och/eller B”

Exempel pa Venn-diagram for tarningskast.

A = "sla mindre &n 4" = {1,2,3}, B="sl& jamnt” = {2, 4,6},
AN B = "sla mindre an fyra och jamnt” = {2},

AU B = "sl& mindre &n fyra eller sla jamnt” = {1,2, 3,4, 6},
(AU B)’ = "varken sla mindre &n fyra eller sla jamnt” = {5}.

0B

Figur: Laga i roda cirkeln, jamna i bla.




Tva handelser A och B ar disjunkta om ANB = ) := {}.
Handelserna Aq, Ay, ... ardisjunkta om A NA =0 fori #j.
(Det ar fel i bokens definition av "mutually exclusive events”.)

Figur: Tva disjunkta mangder A och B éverlappar inte varandra.

Ex. Tarningskast. "Sla udda” och "sla 4” &r disjunkta handelser.

Ex. (Mulinomialkoefficienter) (, " | ) = antal satt man kan dela
upp n féremal till k personer sa att person i far n; féremal.

(o) = () (") ()

n! (n—ny)! n!
n!(n—ny)! npl(n — np — np)! ng!0!
n!
ny!- - ng!

Kombinatorikrepetition

en=n-(n—1)---2.1=antal satt man kan ordna n stycken
foremal. (0! = 1).

e () = k,(n“—lk), = antal satt man kan vélja k stycken foremal
bland n olika, utan att bry sig om de k styckens inbérdes
ordning.

e Multiplikationsprincipen: Om man har k omgangar och i
omgang nr i har n; olika val sa finns det ny - n, - - - ni olika
kombinationer av val man kan gora.

Sannolikhetsaxiomen (Kolmogorov)

All modern sannolikhetsteori bygger pa Kolmogorovs
sannolikhetsaxiom fran 1933.

1. P(S =1.
2. P(A) >0,ACS

3. PAQUAU - ) =P(A1) + P(A)) +--- omA, Ay, ... allaar
disjunkta.




Nagra enkla och viktiga satser

o P(A)=1—-P(A).
Bevis: S= AU A’ dar A och A’ ar disjunkta =
1L P(S) =PAUA) ZPA) +PA). O
e P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB).
Bevis: AUB=AU(A'NB),B=(ANB)U (A" NB).

P(AUB) 2 P(A) + P(A' N B)
P(A) + P(A'NB) +P(ANB) — P(ANB)
P

(A) + P(B) — P(ANB). O

3.

"P(A) + P(B) raknar P(A N B) tvd ganger om.”

Oberoende handelser

En tolkning av betingning &r att man tillfér information. Men om
information om att en viss handelse B har intraffat inte paverkar
sannolikheten for A sa arf/intraffar A och B oberoende av
varandra.

P(ANB)

P (B) = P(ANB) = P(A)P(B).

P(A) = P(AB) =

Definition: A och B &ar oberoende om P(An B) = P(A)P(B).

Betingning

Om vi vet att en viss handelse har intraffat s kan det paverka
sannolikheten fér andra handelser.

Ex. Jag kastar en tarning och den ett hogt varde: 4,5 eller 6.
Vad &ar sannolikheten att den visar udda? Rimligtvis %
Man skriver P(udda|hdgt) och séger "sannolikheten for udda

givet hogt”.
Obs: Puddanhogt) _  P({5}) _ 1/6 _ 1
* 7 P(udda)  _ P({456}) _ 3/6 3

Allman definition:

P(ANB)

PAB) = 55

, da P(B) > 0.

Ex. Dra ett kort fran en valblandad kortlek. Handelserna "ess”
och "klbver” ar oberoende eftersom
P(klover ess) = & = % - & = P(klover)P(ess).

Ex. Dra ett kort fran en véalblandad kortlek dar spader tva

saknas. DA ar "ess” och "klover” inte oberoende:

P(klover ess) = & # 2. L = B . L = P(klover)P(ess).




Det finns nagra enkla foljder av definitionen av betingning.
o Kedjeregeln: P(AN B) = P(A|B)P(B).
e Lagen om total sannolikhet:

P(A) = P(ANBy) + -+ + P(AN By)
= P(A|B1)P(B1) + - - - + P(A|Bn)P(Bn),

om By, ...,ByardisjunktaochB;U---UB, =S
Exempel: B, = B,B, = B'.
Den viktigaste foljden ar Bayes sats:

P(ANB) _ P(AB)P(B)
P(A) — P(A)
_ P(A|Bi)P(Bi)
~ P(AB1)P(B1) + -~ + P(A[Bn)P(Bn)

P(Bi|A) =

Vi kan allts& pa satt och vis "kasta om” betingningen.

Stokastiska variabler

Stokastiska variabler &r variabler som beror pa utfallet av
ett "experiment”.

Ex: Antalet prickar nasta gang jag kastar en tarning.
Konvention: Stor bokstav (X, Y, ...) betecknar sjalva
stokastiska variabeln, och liten bokstav betecknar dess
utfall (x,y, . ..).

Exempel: Spamfilter

e Bygg upp tva listor med alla ord ur alla inkommande mejl,
en for spam och en for icke-spam.

e B ="nytt mejl & spam”. Vi kan skatta P(B) genom
proportionen av spam i all tidigare mejl.

e Tag ett ord i det nya mejlet. FOr varje ord "A” som finns i
listorna kan vi skatta P(A|B) fran spam-listan och P(A|B')
fran icke-spam-listan.

e Genom Bayes sats kan vi fa fram P(B|A), den betingade
sannolikheten for att mejlet &r spam givet att vi observerar

ordet A.
e Ex: P(B) = 0.7, P("Dear”|B) = 0.01, P("Dear”|B") = 0.001
ger
0.01.0.7
P(B|’Dear”) = = 0.96 > 0.7 = P(B)

~0.01-0.7+0.001-0.3

Diskreta stokastiska variabler

Definition: En stokastisk variabel ar diskret om den bara
kan anta hogst ett upprakneligt antal varden.

Motsats: Kontinuerliga stokastiska variabler.
Ex. (Diskret) Antal prickar vid tarningskast (sex utfall).

Ex. (Diskret) Antal myntsinglingar tills forsta klaven
(upprackneligt oandligt antal utfall: 1,2,...).

Ex. (Kontinuerlig) Tid (icke-avrundad) tills bussen kommer
nasta gang (6verupprakneligt oandligt antal utfall: R_).




Tathetsfunktion

e Definition: For diskreta stokastiska variabler ar
tathetsfunktionen (adven kallad sannolikhetsfunktionen)

f(x) = P(X = x).

e Nodvandiga och tillrackliga villkor for att f ar en (diskret)
tathetsfunktion:

Fordelningsfunktion, F

e Definition:

F(X) = P(X < X) = P(X = X)+P(X = x-1)+--- = Y "P(X =Kk).
k<x

e Ex. Téarning. F(1) =f(1) = $,F(2) = 2,...,F(6) = 1.
F(x) =0dax < lochF(x)=1dax> 6.
Om |x] &r x avrundat nedat, sa kan vi skriva

e f(x) > 0 (pga axiom 2). 0 Xx<1
e >  f(x) =1 (pga axiom 1). F(x) = L%J 1<x<6
1 x>6.
Vantevéarde

e Ex. X = prickar vid tarningskast.
f(1)=f(2) =f(3) =f(4) =f(5) =f(6). (f(x) = 0da
x#1234,5,6.)

e Ex. Y = myntsinglingar till och med forsta klaven:

1
P(Y = 1) = P(klave) = 5, P(Y = 2) = P(krona klave) obe.
11 1
P(Y =y) = P(krona,. .. krona, klave) = =5 = .
y—1 ganger

NI =
NI =

"~ teoretiskt medelvarde”

e EXx. Tarningskast. Medelvardet av de olika utfallen &r
LEZE3 4516 — 35 Medelvérdet av manga tarningskast
kan vi inte férvanta oss vara exakt 3.5, men nara 3.51i
nagon mening. (Vi ska senare visa varfor—detta ar Stora
Talens Lag).

e Definition: Vantevardet av X,

p=EX =) x(x).

e Ex. Sa X = antalet prickar vid ett tarningskast har per
definition vantevarde E[X] = 3.5.




Vantevarde, forts.

e Om h ar nagon funktion s& galler E[h(X)] = >, h(x)f (x).
e EXx. Tarningskast.

100, x=6
h(x) = 0, x=5 =
-20, x=1,2,3,4

E[h(X)}:100-%+0.%_20(%+%+%+%):2_6?.

Vantevardet sager inte allt om en stokastisk variabel

Ex. Tre tarningar
e en vanlig (X = antal prickar vid ett kast),
e en med tre ettor och tre sexor pa sina sidor (Y),
e en med tre treor och tre fyror pa sina sidor (2).

|| |,
1 4 6 1 4 i

Figur: Tathet for X, Y och Z. Alla har samma vantevéarde . = 3.5, men
olika spridning kring vantevardet.

Rakneregler for vantevardet

a, b, ¢ ar konstanter och X och Y tva stokastiska variabler.
e E[c] =c.
e E[cX] = cE[X].
o E[X+ Y] =E[X]+ E]Y].
e E[aX + b] = aE[X] + b.

Varians

e Variansen ar ett matt pa spridningen kring vantevardet for
en stokastisk variabel.

e Definition:
0? = Var(X) = E[(X — E[X])?] = E[X? — (E[X])2.

e Ex. De tre tarningarna.

Var(X) = E[X?] — p?

=1(1?+22+ 3+ 4 +5°+6°) — 357 =292
Var(Y) = (12 + 6%) — 3.5 = 6.25
Var(Z) = (3% + 4%) - 352 =025




Rakneregler for variansen Bernoulliforsok

a, b, c ar konstanter och X och Y tva stokastiska variabler. e GOr ett "forsok” som lyckas med sannolikhet p. Om det
e Var(c) = 0. lyckas, lat | = 1, om det misslyckas | = O.
e Var(cX) = c2Var(X). e PI=1)=f(1) =pf(0)=1—p E[l]=1-f(1) =p,
y Var(l) = 12-f(1) — p? = p— p® = p(1— p).
o Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y), om X och Y &r oberoende. N _ _
e Var(aX + b) — a2Var(X) e Detta ar den enklaste mojliga stokastiska variabeln, som

anvands som "byggsten” till flera olika férdelningar.

Standardavvikelse Binomialférdelning och geometrisk férdelning

¢ Om X mats i enheten E (podng, meter, liter/sekund, etc.), . o
s& méts Var(X) i enheten E2. e Upprepa en foljd Bernoulliforsdk, som lyckas oberoende av

. ) varandra, var och en med sannolikhet p.
e Darfor definieras standardavvikelsen: P

o = SD(X) = \/Var(X), som mats i enheten E. ¢ Definition: X = antal lyckade forsék bland de n forsta
« Ex. TArningarna igen: ’SD(X) - 202171, forsoken, sags vara binomialférdelad med parametrar n

och p. Vi skriver X ~ Bin(n, p).
SD(Y) = v6.25 =25, SD(Z) = v/0.25 = 0.5. ’
) @) e Definition: Y = antal forsok till och med det forsta lyckade

] ” T oo } H forsoket, sags vara geometriskt férdelad med parameter p.

Y ~ Geo(p).

1
g
1" u 6 1 4 1




Binomialférdelningen

Antalet satt att valja k av n forsok som lyckas &r (}).
pX ar sannolikheten for k lyckade forsok.

Geometrisk fordelning

(1 — p)"~ &r sannolikheten for n — k misslyckade férsok. f(k) = P(Y = K)
Detta ger f (k) = () p4(1 — p)"*. — P(misslyckas k — 1 ganger, darefter lyckas)
E[X] = np (rimligt?) och Var(X) = np(1 — p) visar vi senare = (1- )k 1p.
med momentgenererande funktioner. 1
Det finns tabeller fér F(k) fér olika kombinationer av n, p, k E[Y] = o (rimligt?)
sa att man berakna t.ex. 1-p
Va(Y) = ——.
P(3< X <5)=P(X <5)—P(X<2) =F(5) — F(2). P
0.1 0.1-
HN I A
0 : 4 7 1 p 5
w—o uw+o w—o w+o

Figur: f(x) for Bin(7,1/3).

Figur: f(x) fér Geo(0.3).




Exempel

Sannolikheten att Andreas gor minst ett fel under en lektion ar
0.3 (han ar optimist!). Vad ar sannolikheten att han gor

1. fel under precis 5 av 14 lektioner?
2. fel pa mellan 3 och 7 av 14 lektioner?
3. forsta lektionen med ett fel sker pa femte lektionen?

Om X ar antalet lektioner med fel och Y ar antalet lektioner tills
forsta felet dyker upp sa ar X ~ Bin(14,0.3) och Y ~ Geo(0.3).

1. Svar: P(X = 5) = ()0.3%(1 - 0.3)}~° = 0.19.

2. SvarPB<X<7) =P(X<7)-P(X<2) =
0.9685 — 0.1608 = 0.808 (enl. tabell)

3. Svar: P(Y =5) = (1-0.3)*-0.3 = 0.072.




