Kontinuerliga stokastiska variabler

En stokastisk variabel ar kontinuerlig om den kan anta
vilka varden som helst i ett intervall, men sannolikheten for
varje enskilt utfall &r noll: P(X = x) = 0.

Typexemplet &r tid, eller vilken annan kvantitet som helst
som man kan uppméta kontinuerligt: Sannolikheten att
kvantiteten skall vara exakt lika med x och inte x 4+ 0.0001
eller x + 0.0000001 t.ex., ar noll.

Exempel
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Figur: Tatheten f(x) = £ — 3xfor 0 < x < 3, f(x) = 0 for x < 0,x > 3.

Integraler i stallet for summor

Kom ihdg: For diskreta stokastiska variabler &r

Pla< X <b) =37 ,f(%.

For kontinuerliga stokastiska variabler galler i stallet
Pl@<X<b)= f;’f(x)dx, for en funktion f som ocksa
kallas tathetsfunktionen.

f(x) > 0och [* f(x)dx = 1.

For kontinuerliga stokastiska variabler ar f (x) INTE en
sannolikhet, man kan ha f(x) > 1 vilket ar omdjligt for
diskreta stokastiska variabler (P(X = x) kan ju inte vara
storre an ett!).

Integraler i stallet for summor

Fordelningsfunktionen har dock samma definition som for
diskreta stokastiska variabler: F(x) = P(X < x).

Detta betyder att F(x) = [*__ f(u)du och f(x) = F/(x).

Obs: Det ar ofta lattare analytiskt att integrera och derivera
an att berakna summor.

Véantevarde: = E[X] = [ xf (x)dx,

Eh(X)] = /2, h(x)f (x)c

Obs: f(x) kan vara lika med noll utanfor ett intervall [a, b],
sa att de faktiska granserna i integralerna ovan blir f;’

o? = Var(X) = E[X?] — (E[X])? som for diskreta variabler.




Exempel

f(x) =2 — 2xfor0<x <3, f(x) =0forx< 0,x> 3.
F(x) = /*__f(u)du=0omx<O.

Foro<x<3:
du—/ f(u

F(x) :/

[su_‘u}o—e)x -

FOr x > 3sa ar
du-l—/f

(3)40=1.

Exempel

X] = [°2xf(x) dx—f0 dx—fo(x—gxz)dx_l
. EX2 S (x)dx = [ (32 — 2x3) dx = 1.5.
e Var(X) = 1.5— 12 = 0.5, SD(X) = /0.5 = 0.71.
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Exempel

P(O<X<3)=arean=1

P(X < 1) = arean = 5/9
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Normalférdelningen

Den viktigaste fordelningen ar den sa kallade
normalférdelningen med tathetsfunktion

¢ 1 _(><—/J2)2
= 20 _
(X) We , —00 < X < 00.

Man brukar skriva X ~ N(u,?) eller X ~ N(u, o).

N(0.1)-tathet




Normalférdelningen

e Normalférdelningen ar viktig pga den "centrala
gransvardessatsen” (kap. 7.3) som vi kommer att ga
igenom senare och som forklarar varfér denna férdelning
ar sa vanligt forekommande overallt.

e Parametrarna p och o2 &r precis véantevardet och
variansen for den normalférdelade stokastiska variabeln.

e Obs: En normalférdelad stokastisk variabel kan anta hur
sma varden som helst eftersom f(x) > 0 for alla x. T.ex.
betyder det att man ofta menar att nagot ar approximativt
normalfordelat da man t.ex. sager "Langden pa en
godtyckligt vald person i Sverige ar normalférdelad”. Langd
kan ju aldrig vara negativ, men sannolikheten for detta ar
ofta mikroskopisk, sa det gor inget.

Kvantiler

Med hjalp av Table V. kan vi svara pa fragor av typen
"P(X < x) =7", dar x &r ett givet tal och X ar normalférdelad.

Ibland vill man kunna svara pa den "omvanda” fragan:
P(X >7) = a, dar « &r en given sannolikhet.

Lasningen X,, P(X > X,) = a, kallas for a-kvantilen.
Vi skriver z, for N(0, 1)-férdelningens «a-kvantil:

|01 ]0.05 |0.025]0.01 |0.005
Z, | 1.282 | 1.645 | 1.960 | 2.326 | 2.576

Standardisering

X ~ N(px,0%),Y ~ N(uy, %), X och Y ober. =

o X+ Y~ N(ux + py, 0% +09),

e aX+ b~ N(aux + b, a%0%).
Sémeda= 1 ochb= £ &ralltsd Z = > ~ N(0, 1).
Detta gor att man kan omvandla alla sannolikheter som har
med X att gora till sannolikheter som har med Z att gora,
dvs behover inte bekymra oss om olika specialfall for olika
varden pa p och o2,
Fordelningsfunktionen F for Z finns tabulerad (Table V.).
Ex: X ~ N(3,2?).

4-3 X- -
P(4§X§6):P< 3 X-3_6 3)

2 — 2 ~ 2
= P(05<Z<15)

= F(15) — F(0.5)

= 0.9332 — 0.6915 = 0.2417

Ex. Kvalitet. Antag att du producerar en vara som inte far vaga
for mycket. Produktionsprocessen ar sadan att vikten X for en
produkt kan anses vara normalférdelad med vantevarde

1 = 100g, och o = 5g. Om vi ska ge en garanti: "Varan vager
hogst x g”, som ska halla for 95% av alla varor sa ska vi hitta
5%-kvantilen x.

0.05=P(X>x)=P (% > X—_5100) =P(Z > x—5100)

=
X0 — 7505 = 1.645
=
X = 579 05 + 100 = 108.23




Normalférdelade variabler avviker oftast inte sa Binomialférdelningen liknar normalférdelningen da n

mycket, matt i standardavvikelser, fran sitt vantevéarde Okar. Exempel: Bin(n,0.4), n = 3, 10, 30, 100.
o P(-0< X < 0) = 0.68 o P(-20< X < 20) = 0.95 05 n=3 03 n=10
.94 -2 0 2 4 .94 -2 0 2 4 .0 0 1 2 T‘ OIOZ 012 3 4586 7 8 910
05 P(-80< X < 30) = 0.997 P(;:SMSUS X) = 0.05, dvs 1.645 ar 5%-kvantil for N(0,1) o n=30 o n=100
Standardavvikelser och Tjebyshevs olikhet Bin(10,0.4) och N(4,2.4) i samma figur

e FOr normalférdelade variabler har man (férra bilden):

P(|X . ,u| > 0_) - 03174 08 Bin(‘lo,d)o‘ch N(A,‘Z.A) ‘
P(]X — | > 20) = 0.0456 ol
P(]X — | > 30) = 0.0026
0.25F N
e FOr alla stokastiska variabler géaller Tjebyshevs olikhet:
1 0.2
P(|X — p| > ko) < @ |
e Bevisskiss: KP(Y > K) = K [ f(y)dy < [ yf(y)dy = E[Y]. o1l
LatY = (X — )% och K = k%52
K2 o?P((X — p)? > K?0?) = K°o?P(|X — p| > ko) |
S EKX o /,1)2} — 0-21 0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1‘0

vilket ger Tjebyshevs olikhet.




Normalapproximation av binomialférdelningen

Lat X ~ Bin(n, p), dvs E[X] = np, Var(X) = np(1 — p).
Normalapproximation: X ~ Y ~ N(np,np(1 — p)) da n ar
stort.

Tumregel: n &r "stort” om n- min{p,1 — p} > 5.

P(X < X) = P(X < x+ 0.5) ~ P(Y < x+0.5).

Obs. X ar diskret och Y &r kontinuerlig s& om x ar ett heltal:

F(6) = arean, for Bin(10,0.4)
T T T T T

0.3r

Figur: P(X < 6) = 0.9452.

Bin(10,0.4)
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Figur: L&t X ~ Bin(10,0.4).

Bin(10,4) och N(4,2.4)
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Figur: n-min{p,1— p} = 10- 0.4 = 4 < 5 sa normalapproximationen
med Y ~ N(4, 2.4) kanske inte funkar sa bra...?
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Utan halvkorrektion

Normalappr. av F(6) utan halvkorrektion for Bin(10,0.4)
T T T T T T T

Figur: P(Y < 6) = 0.9017, (P(X < 6) = 0.9452).

Hur far man fram siffrorna?

Lat F vara fordelningsfunktionen for Z ~ N(0, 1).

P(Y < 65) =P( =4 < 554 = F(1.61) = 0.9463, enl. Table V.

V2.4 — 24
—~—~ N——
~Z =1.61

P(X < 6) = 0.9452, enl. Table I.
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Figur: P(Y < 6.5) = 0.9463 ~ 0.9452 = P(X < 6)!

Med halvkorrektion

Normalappr. av F(6) med halvkorrektion for Bin(10,0.4)
T T T T T T T T T

Simultana diskreta férdelningar

Hittills har vi talat om stokastiska variabler en och en.

Det ar enkelt att utvidga de definitioner vi har till sa kallade
simultana férdelningar med flera stokastiska variabler pa
en och samma gang.

Ex. Diskret simultan téathet fxy(x,y) = P(X =X, Y =y) som
kan sammanfattas i en tabell.
fxy (X, Y)
Xy o [ 1 | 2 | 3
0 0.840 | 0.030 | 0.020 | 0.010

1 | 0.060 | 0.010 | 0.008 | 0.002
2 | 0.010 | 0.005 | 0.004 | 0.001

Eftersom tatheterna ar sannolikheter maste vi ha
fxv(X,y) > 00ch 37,57 fxv(Xy) = L




Marginell fordelning

e Obs:fx(X) = P(X=X) = 3, PX =x Y =) = 3, fxr(x,y),

och p& samma satt fy(y) = ZX fxy(X,y). Detta kallas for
den marginella tatheten.

e Ex. forts.

fxy (X Y)

Xy o | 1 | 2 | 3 | 3
0 0.840 | 0.030 | 0.020 | 0.010 | 0.900
1 0.060 | 0.010 | 0.008 | 0.002 | 0.080
2 0.010 | 0.005 | 0.004 | 0.001 | 0.020
Yy || 0.910 | 0.045 | 0.032 | 0.013 | 1.000

Vantevarden, etc.

Allmant: E[h(X, Y)] = >, >~y h(X, y)fxv (X, y).

EX] =) ) xixy(xy)
Xy

som sig bor!

EX+Y]= ZZ X+ Y)fxy (X, y)dxdy

:ZZXfXY (X,Y) +ZZWXY(Xay) = E[X] +
X Yy x oy

vilket vi pastod tidigare.

= ZXZfXY(X7 y) = ZXfX()Q
X y X

E[Y],

Simultana kontinuerliga férdelningar

e For kontinuerliga stokastiska variabler finns det ocksa en
simultan tathet fxy(x,y) som uppfyller:

fxy(X,y) > 0

/ / fy (x, y)dxdly = 1
P@<X<bc<Y<d = /(/ fxy (X, ) )

e Marginella tatheter:

o0

fy(x) = / fyy (%, y)dy

—0o0

fy(y) = / e y)d

— 00

Oberoende
Kom ihag: Handelserna A och B ar oberoende om
P(ANB) = P(A)P(B).
Tva stokastiska variabler X och Y &ar oberoende om
fxy (X, y) = fx(X)fy(y) for alla x och y.
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Figur: Tathet for tva oberoende normalférdelade stokastiska
variabler: fyy(x,y) = fx(X)fy(y) = exp{—0.5x?} exp{—0.5y?} /2.




Kovarians

Exempel, forts.

Nivékurvor

3 T
Det som gor det intressant att tala om simultana
fordelningar &r det faktum att variablerna kan vara i ]
beroende.
. N o o .
Kovariansen ar ett matt pa beroendet: it ]
Cov(X,Y) = E[(X — E[X))(Y — E[Y])] = E[XY] — E[X]E[Y]
I H 7 211" 2 » oF b
Om X och Y tenderar att rora sig "at samma hall” sa ar
Cov(X,Y) > 0, och omvant.
al ]
Cov(X, X) = Var(X).
X och Y oberoende = Cov(X,Y) =0, ty Ll ]
EIXY] =32, 2y ¥ixv (%, y) = 350 )ik (X)fv (y) =
2o XEx(X) 22y Viv(y) = E[X]E[Y]. . ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-3 -2 -1 0 1 2 3
Det omvanda ar inte alltid sant: Cov = 0 A oberoende.
Figur: Nivakurvor for féregaende tathet.
Exempel Exempel, forts.
Tusen realisationer fran en tvd-dimensionell férdelning med beroende
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Figur: Tathet med positivt beroende.

Figur: Tusen realisationer fran fordelningen med féregaende tathet.
Var(X) = Var(Y) =1, Cov(X,Y) = 0.5.




Korrelation Korrelation sager bara nagot om linjart beroende:

Definition av korrelation: p = % i

Det galler alltid att —1 < p < 1, sa korrelationen ar T

enhetslos. I S " o i 2 ; 4

p — 0 <:> COV(X, Y) — O' s ‘ ‘ Ing;en korrelatior: och oberoe‘nde

p==11 <= Y =+aX+Db,a> 0, dvs Xoch Y ar helt linjart g

beroende. "l

Men: p = 0% X och Y oberoende. 05|
Figur: Overst: p = 0, men vi har ett tydligt beroende (Y = cos2X).
Nederst: p = 0 och X och Y &r oberoende.

Korrelation, exempel

Perfekt positivt linjart beroende Perfekt negativt linjart beroende
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