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Kurslitteratur

(MA) J. Milton, J. Arnold, Introduction to Probability and
Statistics 4th ed McGraw-Hill

(GS) C. Grinstead, J Snell, Introduction to Probability AMS (on-
line).

(EG) E. Eriksson, H. Gavel, Diskret matematik, Studentlitteratur,
ISBN 9144028784. Relevanta delar av boken finns i PingPong.

(A) J. Anderson, J. Bell, J. Anderson, Discrete Mathematics with
Combinatorics. Vi anvénder bara nagra évningar; dessa kan
hittas pa PingPong.
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Forelasningar och dvningar

Foreldsningar: Tisdagar och torsdagar kl13:15-15:00

Ovningar: Onsdagar och fredagar kl 10:00-11:45
(3 grupper, gruppindelning finns pa kurshemsida)

Grupp 1
Grupp 1
Grupp 2
Grupp 3

dag plats Ovningsledare
Onsdag EL41 Nancy
Fredag ES52 Nancy
Onsdag och fredag EL42 Stina

Onsdag och fredag EL43 Johan
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Examination

Examinationen har tvda moment

m Skriftlig tentamen i slutet av kursen
m Inldmningsuppgifter

Inlamningsuppgifter:
m Tre obligatoriska inlAmningsuppgifter.
m Grupper pa 1-3 personer.
m Uppgifterna lamnas in via PingPong.
m Deadline: 10 april, 10 maj och 26 ma;j.
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Vad ar sannolikhet?

Vad ar sannolikheten fér lyckad hjartoperation?
Vad ar sannolikheten fér att vinna lotteriet?
Vad &r sannolikheten fér att det blir soligt imorgon?

Sannolikhet ett matt pa hur troligt det ar att en viss héndelse
intraffar.



1. Inledning till sannolikhetsteori 2. Sannolikhetslagar

Definitioner

m Utfall: Resultat av ett slumpmassigt forsok.

m Utfallsrummet: Méngden S av méjliga utfall.

m Handelse: En samling utfall, delmangd av S.

m Tradiagram: Ett satt att beskriva vissa utfallsrum.

m Den tomma mangden kallas den oméjliga handelsen,
och betecknas @.

m S kallas den séakra handelsen.

m Tva handelser A och B ar disjunkta eller oférenliga om
ANnB=0

m Handelser Ay, Ag, ... ar parvis disjunkta (oférenliga) om
ANA =@ forallai#j.
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Exempel

Lat oss kasta en tédrning. Vi har sex mdjliga utfall (=antal 6gon)
1,2,3,4,5,6. Viskriver S ={1,2,3,4,5,6}.
A={antal 6gon udda} och B={antal 6gon hédgst 2} &r hdndelser.
Vi kan skriva A= {1, 3,5} ochB= {1,2}

Exempel

Lat oss kasta tva tdrningar pa en gang.
S={(1,1),(1,2),...,(6,6)}
C="Summan av égonen &ar hégst 3’={(1,1),(1,2), (2,1)}
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Ett mynt kastas 3 ganger. Klave kallas 0 och krona 1.
Resultatet kan representeras med ett trdd

S = {000, 001,010,011, 100, 101, 110, 111}
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Myntet kastas tills krona erhalls for férta gangen.

S={1,01,001, 0001, ... }.
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Kombinatorik - Multiplikationsprincipen

Multiplikationsprincipen Anta att ett forsok sker i k steg. Lat
n; vara antalet satt varje steg intraffar for i = 1, ..., k. Antalet
ganger forsoket utfor ar M n; = ny - ng- -+ ny

Exempel

Pa en fest var 9 herrar och 7 damer bjudna. Om herrarna
dansar enbart med damerna och damerna enbart med
herrerna kan vi bilda 9 - 7 = 63 olika danspar.

Las “Guidelines for Using the Multiplication Principle s.11”.
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Kombinatorik - Permutation

Hur manga méjliga tal kan man fa fran {1, 2, 3} utan att repetera
ett tal?
Enligt multiplikationsprincipen finns det 3:2-1 = 6 mdjliga utfall,

123,132, 213, 231, 312, 321.

Definition
En ordning av elementen i en méngd kallas fér en permutation
av elementen i mangden.
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For att fa fram antalet permutationer av n element, kan man
tAnka s& har:

For plats ett har vi n val. Foér plats tva har vi n— 1 val for vi
kan inte vélja stycken som vi valde fér plats ett, osv. Antalet alla
mojligheter ar:

n(n—1)(n—2)---3-2-1=N"_ =nl

n! kallas n-fakultet. 0-fakultet definieras som 0! = 1.

Antalet permutationer av n element &r n!.
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Hur manga mdjliga tva siffror tal kan man fa fran {1, 2,3, 4,5}
utan att repetera ett tal?

Enligt multiplikationsprincipen finns det 5 - 4 = 5';:2:?'1 = (53!2)!
olika tal.

Sats (Ordnat urval)

Antalet sétt, ,Px, att ordna k olika element som véljs bland
totalt n ar

n!
(n—k)!

nPk=n(n—1)---(n—k+1) =

15/36
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Kombinatorik - icke ordnade urval

m Antalet satt for att vélja k element fran en n-elementmangd
dar ordningen ar inte viktig ar lika med “7*. Det betecknas
an

n!

m Gk = (n—k)Tk!
m ,C kallas binomial koefficient och betecknas ocksa (}).

Det finns () = oo = 2! olika séitt att dra tvé kort frén ett
kortlek.
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Hur manga ord far man om man permuterar bokstaverna av or-
det “MAMMA”?
Antalet permutation av 5 bokstéaver ar 5!. Men eftersom det

finns 3 M, 2 A, delar man med 3! och 2!, sa blir antalet olika
utfall %

Om S har n objekt dar det finns n; stycken av det forsta slaget,
no stycken ac det andra slaget, osv fram till k;, stycken av det
sista slaget, och ni +...nx = n, ar antalet permutationer av

element av S

n! n!
n,n2,---nk) nylnol---ngl’
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Sannolikhet

Sannolikhet &r ett tal mellan 0 och 1 som beskriver hur troligt det
ar att en handelse intraffar. Om handelsen kallas A, betecknas
sannolikheten att A intréffar p(A).

m Sannolikheten av den oméjliga handelsen ar 0 (p(@) = 0).
Om sannolikheten fér A ar nara 0 betyder det att det inte ar

troligt att A intraffar.

m Sannolikheten av den sékra handelsen ar 1 (p(S=1). Om
sannolikheten foér A &r nara 1 betyder det att &r troligt att A

intraffar.
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Frekventistiska Approximation

Anta att vi har ett slumpmassigt férsdk sadana att alla utfall &ar
lika troliga. Man sager att sannolikheten &r likformigt férdelad.
Sannolikheten att handelsen A intraffar approximeras enligt

p(A) ==

dar n &r antalet férsék och ng ar antalet ganger A sker.
Nar n ar stor blir approximeringen mer korrekt.
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Exempel

Féljande tabell redovisar utfallen av 10 kast med en térning.
Man é&r intresserad av hdndelsen A="Kastad tarning visar sex
oégon’.

Forsok Resultat (antal 6gon) Héandelse A  Relativ frekvens

1 5 Nej o/1

2 6 Ja 1/2

3 2 Nej 1/3

4 3 Nej 1/4

5 4 Nej 1/5

6 4 Nej 1/6

7 1 Nej 1/7

8 6 Ja 2/8
9 5 Nej 2/9
10 1 Nej 2/10

Om vi repeterar kastning flera ganger ser vi att relativ
frekvensen blir ndra 1/6.
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Klasiska sannolikhet

Anta att ett férsdk har n olika utfall som ar lika troliga varav nga in-
nebar handelsen A . Den klassiska sannolikhetsdefinition sager
att sannolikhetenen av A ar

P(A) = n—nA

Exempel

| férgdende exemplet, A= {6} ochS={1,2,3,4,5,6} sa ar
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2. Sannolikhetslagar
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Rakneregler

S utfallsrum, A, B handelser.

m Komplement: Komplementhandelsen till A ar handelsen
A’="Aintraffar inte.” (betecknas A’ eller A eller A°)

p(A’) = 1= p(A).
m Additionsatsen
p(AU B) = p(A) + p(B) — p(An B)

m Aoch B ar disjunkta = p(An B) = 0 och
p(AU B) = p(A) + p(B)
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Exempel

A, B hdndelser sa att p(A) = 0.5, P(B) = 0.7 och

p(An B) =0.4. Berdkna p(AU B), p(An B’), p(A’ n B) och
p(A'nB).

Lésning
p(AUuB)=p(A)+p(B)—p(ANB)=0.5+0.7—0.4=0.8
p(AnB’)=p(A\ B)=0.5—0.4=0.1
p(AAnB)=p(B\A)=0.7—0.4=0.3
p(AnB’)=p((AuB))=1—p(AuB)=1—-0.8=0.2
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Betingad sannolikhet

Exempel

I en tillverkningsprocess for en viss produkt kontrolleras
kvaliteten, och en produkt klassificeras, fér enkelhets skull, som
antingen “duglig” eller “defekt”. Man har data tillgédngligt fér dels
en maskin i processen av dldre typ, dels en av nyare, se
tabellen nedan. Totalt valdes 300 produkter ut slumpmdssigt.

Duglig Defekt | Totalt
Aldre maskin 170 10 180
Ny maskin 115 5 120
Totalt 285 15 \ 300
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Exempel

)|
Il

“Slumpvis produkt &r duglig”.
B="Slumpvis vald produkt ér tillverkad vid &ldre maskin”.
C="Slumpvis vald produkt ar dulig, givet tillverkad vid &ldre

maskin.”
285 180
P(A) = 355 P(B) = 355

Héndelsen C involverar savél A som B, och vi skriver C = A|B,
aér A|B utldses "A, givet B”. Fran tabellen kan vi finna genom
avldsning pa raden for “Aldre maskin’.

170 p(A N B)

“ 180 p(B)

27/36



1. Inledning till sannolikhetsteori 2. Sannolikhetslagar

Betingad sannolikhet

Den betingade sannolikheten fér A, givet att handelsen B in-
traffat, definieras genom

p(AN B)

p(AlB) = e
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Exempel

Tva servrar, A och B, ingar i ett ndtverk. Antag att hdndelserna
A och B motsvarar att A resp. B fungerar under en hel,
slumpmdssigt vald arbetsdag. Fran driftstatistik har man funnit
féliande sannolikheter:

p(A)=0.90, p(B)=0.85 p(An B)=0.80.

Nétverket fungerar sa ldnge minst en av servrarna fungerar. Vi
kan inféra hdndelsen

C ="Nétverket fungerar”

och eftersom C = AU B finner vi

p(C) = p(AU B) = p(A) + p(B) — p(AN B) = 0.95
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Exempel

Antag nu att vi far en rapport om att server A ar utslagen.
Vilken blir sannolikheten att ndtverket fungerar? Den sékta
sannolikheten ges av

p(CnA’) p(C\A) 0.05
 p(A)  1—p(A)  0.10

p(C|A) 0.50
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Multiplikationsregel

Multiplikationsregel:

p(An B) = p(A|B)p(B) = p(B|A)p(A).
Sa kan man skriva betingade sannolikheten som:

p(B|A)p(A)

A|B) =
P(AlB) o(B)
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Oberoende handelser

Oberoende handelser: Anta att informationen att B intraffat
inte har nagot betydelse betrdddande sannolikheten fér A, da
géller p(A|B) = p(A). S& multiplikationsregel blir p(An B) =
p(A)p(B).

A och B &r oberoende om och endast om

p(AN B) = p(A)p(B)-

Det ar ekvivalent att sdga att A och B ar oberoende om och
endast om p(A|B) = p(A) om p(B) # 0 och p(B|A) = p(B) om
p(A) #0.
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Exempel

| ett avsnitt av en gruva finns tva pumpar A och B som antas
fungera oberoende av varandra. Produktion kan paga sa ldnge
minst en pump fungerar. Vi infér hdndelserna

A="Pump A fungerar en slumpvis vald dag”

B="Pump B fungerar en slumpvis vald dag”.

Vi vet att p(A) = 0.9 och p(B) = 0.95.

Sannolikheten fér produktion en slumpvis vald dag ar

p(AUB) = p(A)+p(B)—p(ANB) = p(A)+p(B)—p(A)p(B) = 0.995.
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Bayes formel

Exempel

| en industrilokal finns ett brandlarm. Det ar férhallandevis
palitligt, men ibland sker falsklarm och en brand kan dven
missas. Lat B="Brand i lokalen” och L="Larm ljuder’,

p(B) =0.05 och p(L|B) = 0.98, och p(L|B’) = 0.10. Berdkna
p(BIL).

Lésning:

BnlL L|B)p(B
MHU:M ﬂ)ZMI)M)
p(L) p(L)
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Fér att berdkna p(L) kan vi anvédnda férst formeln

L=(LnB)u(LnB)
Men eftersom Ln B och Ln B’ &r disjunkta,

p(L) = p(LnB)+p(LnB)
p(LIB)p(B) + p(LIB")p(B’)

Alltsa

p(L|B)p(B)
p(L|B)p(B) + p(L|B")p(B’)
0.98-0.05

0.98-0.05+0.10(1 — 0.05)
= 0.34

p(BIL)
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Bayes formel

Lat Aq, A, -+ A, vara parvis disjunkta handelser sa vars unio-
nen &r S och B £ @ en handelse. For varie Aj, j=1,---n

_ p(BIA;)p(A))
> p(BIANP(A)

p(Aj1B)
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