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1. Diskret Stokastik Variabel

Stokastiska variabler

m En stokastisk variabel (s.v.) eller slumpvariabel X (eng.
random variable) ar en funktion som for varje utfall av ett
slumpmassigt férsék antar ett reelt tal. (X : S — Rdar S ar
utfallsrummet).

Exempel

Ett mynt kastas tva ganger. En person far 0 krona om resultatet
blir tva klave, 1 krona om det blir en klave och en krona och 2
kronor om det blir tva krona. S = {00, 01,10, 11} ddr 0 och 1
motsvarar klave och krona respektiv. Férséket modelleras med
en stokastiska variabel X : S — {0, 1,2} sadana att

S(00) =0, S(01) =S(10) =1, S(11) =2)
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m En s.v. som endast antar ett 4ndligt (eng. finite) eller
upprakneligt oandligt (eng. countably finite) antal varden
kallas en diskret stokastiska variabel.

m En s.v. som antar ett oandligt antal varden i ett givet
intervall kallas en kontinuerlig stokastiska variabel.
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Sannolikhetsfunktion

m Funktionen
f(x)=P(X =x)
for alla reella tal x, kallas sannolikhetsfunktion eller
frekvensfunktion till X.

m En funktion f &r en sannolikhetsfunktion om och endast om
f(x)=0o0ch >, ., f(x)=1.
m Funktionen
F(x) =p(X < x)

for alla reella tal x, kallas féredelningsfunktion till X.
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Visa att funktionen

1 X
f(x)=| - x=1,2,3,...
) (2)

och f(x) = 0 annars, &r en sannolikhetsfunktion och berédkna
p(X = 4) och F(10) dér F &r fordelningsfunktionen.
Lésning:

f(x) >0 for alla x € R, och

0o 1\X 1 1
Daax (X)) =20, (5) =3t =1

T
sd dr f en sannolikhetsfunktion. :
p(X=4) = 1—p(X<4)=1—p(X<3)=1—F(3)

;
= 1—(1/2+(1/2)? + (1/2)%) = 8
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F(10) = p(X=10)=p(X =1)+p(X =2)+---p(X =10)
_ e dyo
= ;+tGEI T+ +(3)
1 1=(1/2)"°
T2 1—(1/2)
= 1—(1/2)".

Geometriska foljd
Lat (ar¥)ken vara en geometrisk foljd (eng. geometric sequence)

m >y ark:a(%:n)(mm).
> ark="om|r| <1.
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Vantevarde

L&t X vara en diskret s.v. med sannolikhetsfunktion f(x).
m Vantevéardet av X ges av

ElX]= >, xf(x).
alla x
oM Y4 x Xf(X) < 0. E[X] betecknas ocksa u.

m Mer allmant, Om H &r en funktion sa kan vi definiera

E[H(X)] = > H(X)f(x)

alla x

om Y. _a x [H(X)If(x) < oo.
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Varians och standardavvikelse

Lat X vara en s.v. med sannolikhetsfunktion f(x) ovh E[X] = .

m Variansen av X definieras som

Var[X] = E[(X —u)?] = >, (x— u)?#(x)

alla x

Det betecknas ofta 02.
m Standardavvikelsen (eng. standard deviation) av X

definieras som
0 = 4/ Var[X]
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Vantevarde - réakneregler

For en konstant ¢ och tva stokastiska variabler X och Y har vi
Rakneregler for vantevardet:

m E[c]=c
m E[cX] = cE[X]
m E[X+Y]=E[X]+ E[Y]
Réakneregler for variansen:
m Var[c]=0
m Var[cX] = ¢®Var|[X]
m Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y] om X och Y &r oberoende.
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Lat E[X] och V[X] vara respektiv védntevérdet och variansen av
en s.v. X, sa har vi

VIX] = E[X?]— E[X]?

Exempel (sidan 1, mynt kastning)
f(0) =1, f(1) = 3 och f(2) = 3
E[X]=0-7+1-3+2-2=1.
Det betyder att om vi repeterar férséket odndligt manga ganger
skulle medelvardet av antalet krog)or per férsék bli 1.
2 2, 2., 2 —
E[X]=0°- 4+1 2+2 32 =
Var[X1] E[X?]— E[X]? = 5—1=
J_E'

1

g =



Anmarkning

m Variansen och standardavvikelsen beskriver hur mycket X
avviker fran .

m att standardavvikelsen fas i samma enhet som
métvérdena.

m Det dr inte sa viktigt att tolka standardavvikelsen av en s.v.
utan att jdmféra tva liknande stokastiska variabler. Till
exempel om X och Y &r tva liknande s.v. med
E[X]=E[Y] =70, 0x =5 och oy = 30, det betyder att de
olika vardena av X ligger samlade ndra medelvérdet,
medan vérden av Y ar spridda langt éver och under
medelvérdet.
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Bernoulliférdelning

m X tar tva mdjliga varde, 0 och 1, och frekvensfunktion ar

p omx =1
f(x)=41—p omx=0
0 annars

m 0 brukar kallas misslyckande (eng. failure) och 1 kallas
lycka (eng. success).

m E[X] =poch V[X]=p(1—p) (Visal).
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For férsta gang féredelning (Geometrisk férdelning)

m | ett forsok intraffar en handelse A med sannolikhet p
(bernoulli férsdk). Forséket upprepas tills A intraffar for
forsta gangen (repetition av ett bernoulliférsék).

m FdrsOken &r identiska och oberoende av varandra (dvs.
sannolikheten att A intraffar &r p i varje forsok).

m X &r antal férs6k som behdvs for att A intréffar,
(X=1,23,...).

Vi har

p(X=1)=p,

p(X =2)=(1—p)p,
p(X =3)=(1-p)°p,
ochforallak=1,23...,

p(X=k)=(1—p)"p
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For férsta gang féredelning (Geometrisk férdelning)

m p kallas parameter av X. Vi skriver X € ffgf(p) eller
X € Geom(p).
m Sannolikhetsfunktionen av X &r
1—p)—! =1,23,...
0 annars
m Férdelningsfunktion &r F(x) =1—gl*!, dar g =1—poch
[ x] &r det storsta heltal som ar mindre &n eller lika med x.

m E[X] = ;—) och Var[X] = 1;2—’3.
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Momentgenererande funktion (m.g.f.)

m Momenten till en stokastisk variabel ar vardena E[X],
E[Xz], E[X3], e

m Vantevardet ar det forsta momentet och variansen ar det
andra.

m Momentgenererande funktionen av X ar
mx(t) = E[e™]
m Vi kan berdkna momenten genom att anvanda

dkmx(l')

= E[XH]
dtk o
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Om X € ffgf(p), s& &r m.g.f definieras av

pe'
mx(t) =
1—qe!
darg=1—p.
t
mi (t) = % s& galler att m} (0) = :—J (berdknal). Alltsa
1
ElX]=1.
t t . .
my(t) = %, sa my(0) = W = %’ (berdknal). Alltsa
— 2  1+q 1 q 1-p
Var[X] = m{/(0) — (m{(0))* = — — ===
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Binomialférdelning

m | ett férsOk intraffar en handelse A med sannolikhet p
(bernoulli férsék). Forsdket upprepas n gang (repetition av
ett bernoulliférsok).

m FdrsOken &r identiska och oberoende av varandra (dvs.
sannolikheten att A intraffar ar p i varje forsok).

m X &r antal ganger A intréffar, (X =0,1,2,..., n).

Vi har
pP(X=0)=(1—p)" p(X=1)=n(1—p)"'p,
p(X =2)=(3)(1—p)™2p? ochforallak =0,1,...,n,

p(X = k) = (:)(1 — p)Hp*
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Binomialférdelning

m noch p kallas parameter av X och vi skriver X € Bin(n, p).

m Sannolikhetsfunktion av X ar

f(x) = {(Z)U —p)"¥p* omx=0,1--+,n

0 annars

m For férdelningsfunktion kan man anvénda tabell | i boken
(s.687-691).

m Momentgenererande funktionen till X ar
mx(t) = (q + pe')"
darg=1—p.
m E[X] = u = np och Var[X] = 02 = npq.
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