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1. Markovkedjor

Exempel

| en given stad kan vadret ha tre tillstdnd: Regnigt, fint, snoigt.
Om det pa en given dag ar regnigt, kommer det medféra att
sannolikheten fér sné eller fint vdder kommande dag ar 0.25
vardera, och sannolikheten fér regn ar 0.5. Om véadret ar fint
en dag, kan det inte vara fint nasta dag, utan det kommer att
antingen snda eller regna med lika sannolikhet. Om en vald dag
ar sndig, vet man att sannolikheten att det regnar ar 0.25, att det
sndar 0.25 och att det blir fint vader 0.25. Varje dag ar beroende
endast pa dagen innan. Vardena kan representeras med en
matris:
R F S

R 0.5 0.25 0.25

F 0.5 0 0.5

S \0.25 0.25 0.5

Exemplet ovanfér kallas fér en Markovkedia.



1. Markovkedjor

Markovkedjor

m Mangd av tillstand (eng. states) {sy,--+, sn}.
m Forflytta fran ett tillstand till ett annat i f6ljd.
m Varje forflyttning kallas fér ett steg (eng. step)

m Sannolikheten fér att férflytta sig fran tillstand s; till tillstand
sj betecknas pj;; och &r lika med den betingande
sannolikheten for att vara p4 tillstand s;, given att det forra
steget var s;.

m p; kallas 6vergangssannolikhet (eng. transition
probability), och matrisen P = (pj;) kallas
évergangsmatrisen (eng. transition matrix).

m For dvergdngsmatrisen galler

1. Alla pj = 0.
2. 2;7:1 pjj =1, dvs alla rader summerar sig ill 1.



1. Markovkedjor

m Om vektorn v = (v, Vo, ..., V) &r sannolikheterna vid
steg k sa ar vektorn vx;1 = vk P sannolikheterna vid steg
k + 1, och vektorn v, s = vxP® sannolikheterna vid steg
k+s.

m Elementet av P" pa rad i och kolumn j betecknas pfjn) och
ger sannolikheten att vara i tillstand s; efter n steg om man
forflyttar fran tillstand s;.

m Vektorn vg kallas startvektor.



1. Markovkedjor

Reguljar Markovkedjor

m En Markovkedja ar reguljar (eng. regular) om det existerar
en n sa att alla elementen av matrisen P" ar nollskild.
Matrisen i exemplet pa férsta sidan &r reguljar eftersom

0.4375 0.1875 0.375
P2=|0.375 0.25 0.375
0.375 0.1875 0.4375

m Om P ar évergangsmatrisen till en reguljar Markovkedie,
sa galler att P" — Q dar Q ser ut som

a G .. q
Q@ q ... Q
Q= S .
Gk Ok .- Gk

qg; ar sannolikhet att vara i tillstand s; efter flera forflyttning.



1. Markovkedjor

Absorberande Markovkedjer

m Ett tillstand kallas absorberande (eng. absorbing), om det
ar omojligt att lamna det, dvs. p; = 1.

m En Markovkedje kallas absorberande om det har minst ett
aborberande tillstand och det ar mojligt att ga fran varje
tillstand till en absorberande tillstand i ett eller flera steg.

m TillstAnden som &r inte absorberande i en absorberande
Markovkedja kallas transient.

m Exempel:
1 0 00
11
0 ; 50
0 010
11 1
i 2 03



1. Markovkedjor

m Overgangsmatrisen till en absorberande Markovkedje med
r absorberande tillstand och t transient kan skrivas som

QR
P= (0 I,)
dar vi re-nummererat tillstdnden sa att de absorberande
tillstanden har hdgst index. I, ar identitetsmatrisen, 0 ar
matrisen med bara nollor, Q ar en t x t-matris och R ar en

t x r nollskild matris. Denna formen kallas kanonisk form
(eng. canonical form).

n
m P = (% 7) dar x ar en t x r matris.
r

m Q" ger sannolikheter for att vara i varje transient tillstand
efter n steg om man forflyttar fran ett transient tillstand.



1. Markovkedjor

Anta att vi har en absorberande Markovkedja med évergangs-

. Q R
matris P_(o /r)

m Sannolikheten fér att en absorberande Markovkedja &nder
i ett absorberande tillstand ar 1, dvs. Q, — 0 nar n — oo.

m Matrisen /;— Q &r inverterbar. Lat N = (,— Q)~'. N kallas
den fundamentala matrisen.

m Elementen nj av N beskriver vantevéardet far antalet
ganger en kedja som startar med s; ar i det transienta
tillstandet s; innan att det blir absorberat.



1. Markovkedjor

Tid till absorption

1 di
m Omc=|: | a matrisen Nc=| : | dar d; ar vantevardet
1 a;
av antalet steg till absorption nér vi bérjar i transient
tillstandet s;.

t
m di= Zj:1 N



1. Markovkedjor

Absorptionssannolikhet

m Nar n — oo matrisen x gar till matrisen NR och da

0 NR
n—>
7=6 V)

m S& om man startar med det transienta tillstandet s; sa
ander man i det absorberande tillstdndet s; med
sannolikhet b , dar b; ar element (J, j) fran matrisen NR.



1. Markovkedjor

Exempel

Lat
0o 12 0 1/2 0
/2 0 1/2 0 0
pP=( 0 12 0 0 1/2
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

vara en dvergangsmatris av en Markovkedija. Vi har

0 1/2 0 1/2 0
Q=12 0 1/2| och R=| O 0
0 1/2 0 o 1/2
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1. Markovkedjor

Exempel

1 —=1/2 0
I—Q=|—-1/2 1 —=1/2
0 —1/2 1
Alltsa
3/2 1 1/2
N=(-Q) '=| 1 2 1
1/2 1 3/2

Om man bdrjar med tillstdnd sy (férsta rad) férvantar man sig
att det tar ett steg for att vara i tillstdnd s, innan at det blir ab-
sorberat.
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1. Markovkedjor

Exempel

1/2 1 01/2) (1 3
Ne=| 1 2 1 11 =14] Om man borjar i tillstan-
1/2 1 3/2 1 3
det 1,2 och 3, &r vantevardet for att innan absorption 3,4 och 3
respektiv.
3/2 1 1/2\ (1/2 0 3/4 1/4
NR=1]1 2 1 0 0 ]|=11/2 1/2| Om man
1/2 1 3/2 0 1/2 1/4 3/4

bdrjar med tillstand sy ar sannolikhet att man blir absorberat i
tillstdnd s4 3/4 och i tillstad s5 1/4.
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