MVE090 Matematisk statistik Z, 7.5 hp

Tentamen 19 oktober 2009 em

Tilldtna hjdlpmedel &r riknedosa utan lagrad information om kursen, Beta samt
kursens formel- och tabellsamling.

Examinator ir Tommy Norberg, ankn 3528 eller 0730 79 42 09.
Ovningsledare ir Anna Rudvik, ankn 5338 eller 073057 96 26.

Jour 4r Anna.

Maximalt antal tentamenspoing ar 30, av dessa kriivs normalt 12 for godkint betyg
och 18 resp 24 fér 4:a och 5:a. Lésningar till tentamensproblemen gar att ladda ner fran

kurshemsidan.
Svar och l6sningar skall motiveras om ej annat sigs i uppgiften.

Uppgifter

Kvalitetskontroll. Komponenter inképes till en produktionslinje n &t gangen. Antag
att Y av dessa dr defekta. Vid ankomst villjes 1 < k < n st slumpméssigt ut for
kontroll. Lat X vara antalet defekta i urvalet.

(a) Bestdm den betingade téitheten fyy,(z) for X givet att ¥ = y. (3 p)
Antag att Y':s téthet ir
1
fY(‘y):m for 0<y<n
(b) Bestdm den betingade tiitheten for Y givet X = z, alltsa fyiz(y). Forenkla
s langt som maojligt. (2 p)

Kommentar: Medelst maximering av fy.(y) m.a.p y for ett givet fixt z, far man
trolighetsskattningen av Y (antalet defekta enheter).

Vid tillverkning av resistorer sorterar man ut till forsiljning de som ligger inom
+10% fran nominell resistans. Ovriga kasseras. Antag att avvikelsen ifran nominell
resistans dr normalférdelad med standardavvikelse ca 5% av nominellt virde. Av
100 tillverkade resistorer, ungefir hur manga kommer att kasseras? (3 p)
Felbendigenheten for en av foretaget E:s produkter ges av uttrycket
5 —1.2 oo
z(r) =0.08622""° fr 2 >0

%‘.t, Fida o orE e 1 3 e 3 4 {;’ - I ioad }! . A e Fimmrnar AUo E ey {;{»{f — %3
dar tiden x rdaknas i 107 timmar. Ungefir hur manga timmar dverlever 90% av de
tillverkade enheterna? {{p)

Lat Z,, Z, vara tva oberoende normalférdelade variabler med vintevirde O och

standardavvikelse 1. Sitt

X =10+252;
YV=15+12Z, + 167




(a) Vilka viirden har parametrarna i denna? (3p)

(b) Bestdm den betingade fordelningen for Y givet X = z. (2 p)

5. Man ville undersoka huruvida ett ev systematiskt fel ("bias”) foreligger i tillverknin-
gen av 100 Ohms-resistorer. J.f.r uppgift 2. Man mitte dirfor med ett precisions-
métinstrument upp n = 25 st fran tillverkningen slumpvis valda 100 Ohms-
resistorer. Déarvid erhélls viirdena

99.21 93.04 102.00 102.81 95.64
107.32 107.32 101.18 103.01 102.24
100.44 105.00 98.43 112.29 100.69
101.94 106.70 101.67 100.89 97.21
102.84 94.69 104.94 109.49 97.91

(Réknehjilp: )z = 2548.90, 3" 2? = 260376.8972; obs att om du ej klarar av
att berdkna medelvirde och standardavvikelse sa kan du mot 1 p totalt avdrag
anvinda virdena 7 = 102.00, s = 4.50 hiir och i uppgift 7.) Undersok huruvida
ett systematiskt fel foreligger. Vilken typ av fel gérs mojligen? Ange, om mdjligt,
ungefér hur stor risken maximalt kan vara att ett sadant fel gors. (4 p)

6. Ett annorlunda och kanske lite enklare siitt att avgdra huruvida bias foreligger
kan goras genom att endast analysera huruvida de uppmétta resistanserna ligger
over eller under nominellt virde. I datan i uppgift 5 4r 7 observationer under det
nominella virdet 100 Ohm. Punkt- och intervallskatta sannolikheten p att det
uppmatta virdet ligger under det nominella. Gar det att ur denna analys dra
nagon slutsats om huruvida bias foreligger? Gér i sa fall det och ange, om méjligt,
ungefdr hur stor risken maximalt kan vara att ett sadant fel gors. (3p)

7. I samband med att forekomsten av ev bias studerades (j.f.r uppgifterna 2 och 5)
kan vi passa pa att undersoka uppgiften att standardavvikelsen ir ca 5% av
nominellt virde. Basera dina svar pa féljande fragor pa en relevant analys av
datan i uppgift 5. Stdmmer det att standardavvikelsen &r ca 5? Svara ja eller nej.
Vilken typ av fel gér du da méjligen? Ange, om mdjligt, ungefir hur stor risken
maximalt kan vara att du gor ett sadant fel. (3 p)

8. Lat X, Y vara som i uppgift 4 bivariat normalférdelade. Vid ett tillfille gjordes
n = 10 oberoende observationer av X, Y. Hirvid erhélls 3"z = 98.60, Sy =
150.66, 3" z? = 1022.4263, 3 y? = 2293.4799 och > xy = 1497.7808. Testa pa
nivan 10% huruvida X och V ir korrelerade. (3 p)

Lycka till med losandet av uppgifternal



Losningar till Mat stat Z den 19/10-2009

1. (a) Ur de y defekta ska vi dra z st och de aterstaende k — z ska dras frin de
aterstaende n —y komponenterna. Enl multiplikationsprincipen kan detta ske
pa () (-Y) olika sitt. Totala antalet sitt att dra k komponenter ur en mingd
med n st dr (2) Eftersom alla utfall ir lika sannolika, giller

() G-2)
[xy(z) =~
’ (+)
Hér dr 0 < 2 < min(y, k).
(b) Enl definitionen av betingning giller att
, L (DG
fxy (@,y) = fy(y) fxp(z) = m‘*(??)“—“

k

Samma definition ger dven att

. _ Sxyl(,y)
Pl =751

fx(@) =2 fxy(oy) = ﬁ“ig(%:l
y=z j

y=x

déar

Hérur foljer

(2) (c-2)

frie(W) = =7
SO0

for x <y < n.

2. Ca95% av alla observationer av normalvariabler landar inom -2 standardavvikelser
ifran viintevirdet. Hirur féljer att ca 5% av alla resistorer kommer att forkastas.
Svaret pa fragan dr dirfor 5.

3. Obs feltryck i tesen. Det ska vara z(z) = 0.0862z "%, Den smarte anvinder fak-
tumet R(z) = e~ Jo 2@ v och far

R(r) = e 021952

Lat r vara den sikta tiden. Da foljer ur R(z) =09 att

Svar: 167.1 timmar

4. (a) Man ser direkt att g, =



) X=reZ =502V =15+1.2- 219 £ 162, = 10.2 + 0.482 + 1.6%,.

Saledes giller att Y| X =z ~ N (10.2 + 0.48z, 1.6).

Pa tentan dr det naturligtvis viktigt att de icke sjdlvklara berdkningsstegen mo-
tiveras. Jag har hir avstatt ifran detta av pedagogiska skil.

5. Ur data fas T = 101.956, s = v/20.8854 = 4.5701 och 1 = 25. Ett 95% konfidensin-
tervall &r 1 = Z + 454058/ /rn = 101.956 + 2.0639 - 4.5701/v/25 = 101.956 + 1.886.
Obs att virdet p = 100 ej tillhér intervallet. S& med minst 95% konfidens kan vi
hiivda att det foreligger ett systematiskt fel. Hir gors ev ett s.k typ-I-fel och risken
att vi gjort ett sidant fel &r < 0.05. (De som riknar med virdena 7 = 102 och
§ = 4.5 gor samma analys fast med aningen annorlunda siffror.)

. Ar inget sagt, viljes konfidensen 95% (detta giller dven ovanstiaende uppgift). Sa,
enl formelsamling,

7 %
P o= , 4/ 2825
P= 5 2,064 [ BB = 0.28 40,189

Ovre griinsen i detta intervall ér 0.469 < 0.5. Ar det sannt att p < 0.469 sa ar det
aven sannt att p < 0.5, vilket innebir att bias foreligger. Vi kan alltsa pasta att
bias foreligger och vi gér sa med max risk att ha fel ungefar 5%. Den minnesgode
vet fran foreldsning att vi helst ska ha frekvensen 10 < f<n-—10 =15 for att
normalapproximation som gérs ska vara ok. Analysen ir alltsi aningen tveksam.
A andra sidan &r 0.469 en bit ifran 0.5, s& man kan vaga tro att risken att vi har
fel da vi pastar att systematiskt fel foreligger inte ar storre dn ca 5%.

. Hér ska vi se om det gar att forkasta nollhypotesen Hy : o = 5 mot alternativet
H; : 0 # 5. De tva kvantiler som &r aktuella i x*(24)-férdelningen #r de som svarar
mot sannolikheterna 0.025 och 0.975. De ir 12.401 och 39.364. Test-statistikan har

virdet

o 24-20.885

52

Detta virde ligger klart innanfor granserna 12.401 och 39.364, sa det gar inte att
forkasta Hy : 0 = 5 pa nivan 5% och formodligen inte heller pi 10%-nivan. Ett
annat sitt att komma till denna slutsats ir att rikna ut 95%-intervallet 3.57 <
o < 6.36. Det finns alltsi inget i datan som tyder pa att H, : o # 5 ér sann.
Mojligen gor vi ett s.k typ-Il-fel (d.v.s en falsk icke-detektion). Det gar inte att
uttala sig om risken att vi gjort ett sadant fel. Det man generellt kan siga ir
att den minskar med stickprovsstorleken och att vi faktiskt har ganska méanga

= 20.050

observationer, si man kan kanske hoppas att den felrisken inte ir sa stor.

Pk

8. Rikna ut §,, = Yout - (3"x) /n = 30.2303 och analogt 5, = 23.6363 samt
Sey = 12.2732, och sedan skattningen r = Sey/ \,’§j}§j = (1.356. Teststatistikans
varde £ = ry/n — 2/V1 — r2 = 1.078 ska Jjamforas med f505(8) = 1.860 och vi ser
att hypotesen Hy : p = 0 inte kan férkastas ens pa nivan 10%. Det fel vi méjligen

icke-detektion) och det gar inte att uttala sig om risken att

gor ar typ-II (en falsl

sadant fel gjorts.



