MVE090 LP4 2020 Forelasning 1-2

Forfattare: examinator Patrik Albin (=jag)

Inledning

De tva forsta veckornas forelasningar ges skriftligen. Detta kan komma édndras foljande
veckor beroende pa sakinnehall, tillgang till teknisk utrustning etc. Att anvianda datorns
egna kamera (/liknande) bedémer jag tills vidare otillrackligt for matteforeldsningar.
MVEQ90 ar en helt traditionell grundkurs i matematisk statistik och bestar av
drygt halften sannolikhetsteori (foreldsning 1-8 = kapitel 1-5 i kursboken, se nedan)
och knappt hélften statistikteori (forelasning 9-14 = kapitel 6-11 i kursboken). Sanno-
likhetsteorin blir ldttare lara om man har goda matteforkunskaper och vice versa medan

statistikteorin ar mindre matterelaterad.

All information man behover om kursen skall finnas tillgénglig via kurshemsidan

https://chalmers.instructure.com/courses/9438

(som man forstas bor hitta genom Googla pa MVE090). Mojligen kan faktumet att
var kurs ges pa distans ha dndrat pa detta men i sa fall kommer detta atgidrdas asap.
Laborationerna har i skrivande stund dock dnnu ej uppdaterats for arets kurs.

Matematisk statistik ar en del av matematikdmnet som blir allt viktigare i bade
tillampad vetenskap, industri och samhdélle (enligt vad manga anser). Liksom med
“vanliga” mattekurser dr det mycket oldmpligt spara allt arbete med kursen till kort
innan tentan utan istallet bor man redan fran kursens borjan jobba pa ett “hederligt
sédtt” med anvisade dvningsuppgifter, forsoka sjalv forst utan snegla pa losningar etc.
Och ej ge upp da nagot verkar svart utan fortsétta jobba tills svarigheterna dvervunnits.

Kursboken Milton & Arnold (=M&A) ér en traditionell, viletablerad och mycket
anviand grundkursbok i matematisk statistik. Som manga amerikanska kursbocker ar
den lite “pratig”. Ocksa har férfattarna valt anvinda férhallandevis “verkliga siffror” i
bokens exempel och 6vningar, dvs. ofta flera decimaler etc.

Det naturliga spraket for matematisk statistik ar engelska. Da fackord dversattes till
svenska ar detta inte alltid entydigt utan det kan finnas ett par alternativa motsvarande
svenska fackord. Da sa ar fallet foresdker jag presentera alternativen vid forsta forekom-

sten men fortsédtter direfter med det alternativ jag sjilv forderar.



Kapitel 1. “Introduction to Probability and Counting”

Sannolikhetsteori anvander sig av de grundlaggande begreppen i méngdlira. Se tex.

https://www.matteboken.se/lektioner/matte-5/mangdlara

Man utfor ett slumpmassigt experiment. Som tex. kasta en tarning.

Méangden av alla méjliga utfall av experimentet kallas utfallsrummet S. Tex. &r
S =1{1,2,3,4,5,6} for kast med tarning.
En delméngd A C S av utfallsrummet kallas hdndelse. Tex. ar resultatet att tarnin-

gen visar mindre lika 3 vid tdrningskast héndelsen A = {1,2,3} C S.

Ett sannolikhetsmatt P(-) tilldelar sannolikheter P(A) at héndelser A C S.

Definition 1.1. (KLASSISKA SANNOLIKHETSFORMELN) Om alla utfall ar lika

sannolika ar

B #714 _ antalet utfall i A fr ACS.

P(A) = —
(4) #S antalet utfall i S

Tex. ar

1,2
P(tarningen visar mindre lika 3) = P({1,2,3}) = #{]#i é fg 67 = %

Resten av detta kapitel handlar om sk. kombinatorik som innebar ett antal hjalpme-
del for kunna rakna ut #A och #S i klassiska sannolikhetsformeln i de manga fall det
ar mera komplicerat dn tex. i fallet med tarningen ovan.

Kombinatorik kan vara svart och dven larare gor fel pa det ibland, om det sédger nagot
:). Sjalv kompletterar jag som regel kombinatoriska utrdkningar med datorsimuleringar
da jag gor tentamenstal och tentamenslosningar for dubbelkontroll.

Eftersom jag sjilv kan gora fel pa kombinatoriska utrdkningar forséker jag vara

generos vid examination av sadana tentamenstal.

En permutation ar ett arrangemang av objekt i en viss ordning. Tex. de sex mojliga
tarningsutfallen i avtagande ordning 6, 5,4, 3,2, 1.
En kombination &r ett urval av objekt utan hénsyn till ordning (utan endast till

sammanlagt “innehall”). Tex. méngden av alla mojliga tarningsutfall {1,2,3,4,5,6}.

Sats 1.2. (MULTIPLIKATIONSPRINCIPEN FOR PERMUTATIONER) Om ett experi-
ment utfores i k stycken steg och steg nummer ¢ kan utfalla pa n; stycken olika

satt for i = 1,...,k sa kan experimentet utfalla pa ni - no - ... - ng olika sétt.



Notera vi tar hansyn till ordning ovan, dvs. raknar antalet méjliga olika permutationer.

Bevis. Inses latt. O

Sats 1.3. Antalet olika sdtt man kan vélja ut r stycken objekt bland n stycken

olika objekt med hénsyn till ordningen mellan dem (dvs. permutationer) &r

n-(n—1)-(n—r+1)=

(n—r)l’

Bevis. Inses latt. O

Sats 1.4. Antalet olika sitt man kan vélja ut r stycken objekt bland n stycken

olika objekt utan hénsyn till ordningen mellan dem (dvs. kombinationer) &r

n over r = =
v (r) rl-(n—r)!

Bevis. Antalet olika sétt (permutationer) att ordna r stycken olika objekt ar r!. Sa om
vi dividerar antalet mojliga permutationer av r stycken objekt valda bland n stycken
olika objekt (med hésyn tagen till ordning mellan dem) med 7! far vi antalet mojliga

kombinationer (utan hésyn tagen till ordning mellan de 7 stycken valda objekten). [

Exempel 1.1. (EXAMPLE 1.3.6 M&A) Av 20 maskiner har 5 tillverkningsfel.
En potentiell kopare véljer inspektera 3 slumpmassigt valda maskiner bland de
20. Om alla de 3 utvalda ar felfria kopes alla 20 maskinerna och i annat fall inga.

Vad ar sannolikheten att kopet blir av?

Losning. Vi raknar kombinationer: antalet satt valja 3 maskiner bland alla 20

utan hansyn till ordning ar

20\ _ 20! _ _
<3>_3!-17!_”'_1140'

Antalet satt vilja 3 maskiner bland de felfria 15 utan hénsyn till ordning ar

(135) - 3!1,51!2! = ... = 455.

Sa enligt den klassiska sannolikhetsformeln blir

455

P (kopet blir av) = 140"



Sats 1.5. Antalet olika sitt (permutationer) att ordna n stycken objekt som &r
av k stycken olika sorter déar det finns n; stycken (oskiljbara) av varje sort for sort
nummer ¢ = 1,...,k (sa att n =mn; + ... +ng) ar

n!

Bevis. Antalet permutationer av n olika objekt ar n!. I vart fall gar det ej skilja en

sadan permutation fran ni!-ng!- ... ng! — 1 stycken andra. O

Exempel 1.2. (EXAMPLE 1.3.8 M&A) En ingenjor startar 10 trafikljus som kan
vara roda, grona eller gula med sannolikhet 1/3 vardera. Vad &r sannolikheten

att det blir 3 roda, 2 gréna och 5 gula ljus da ingenjoren startar 107

Losning. Vi riknar permutationer: det finns 3'° olika sétt ordna 10 stycken firger

valda bland rott, gront och gult. Enligt foregaenda sats finns

10!
3!-2!.5!

sétt ordna 3 roda, 2 grona och 5 gula ljus. Sa enligt den klassiska sannolikhets-

formeln blir sannolikheten

10! 252
P(3 roda, 2 grona och 5 gula ljus) = 3'2(:5'/310 = %

Hér kommer tva exempel till for sjalvstudium déar vi raknar kombinationer.
Exempel 1.3. Sannolikheten for triss i en pokergiv ar
()G () () (%)
1 3 2 1 5/
Exempel 1.4. Sannolikheten for tva par i en pokergiv ar

()G (- (D)/ (%)

Fast det kan hédvdas de bada exemplen ovan ej ar ldtta och det ar latt gora fel pa
dem kan man med lite grundlaggande datorfardighet enkelt testa sitt teoretiska resultats
riktighet mha. simulering. Dvs. skapa ett stort antal slumpmaéssiga pokerhander i dator
och se hur stor andel ger triss respektive tva par. Rekommenderas!

Det finns mycket skrivet pa nédtet om pokersannolikheter etc. Men inte allt rétt :) .



Kapitel 2. “Some Probability Laws”

Detta kapitel handlar om de enkla men viktiga regler som géller for sannolikhetsmatt.

Definition 2.1. Ett sannolikhetsmatt P(-) tilldelar sannolikheter P(A) till
héndelser A C S pa ett sadant vis att

1. P(A)>0 for ACS,

3. P(AUB)=P(A)+ P(B) for A,B C S sadana att AN B = 0.

Exempel 2.1. For kast med tva tarningar kan vi valja utfallsrummet
S ={(i,5) 4,5 € {1,2,3,4,5,6} }.

For “balanserade” térningar viljer vi sannolikhetsméattet

p(4) =124 (1)

(se klassiska sannolikhetsformeln) sa speciellt P({(7,7)}) = 1/36 for alla (i, j) € S.
Overkurs. For obalanserade térningar ér det svarare men efter lite funderande

finner man att det rimliga valet av sannolikhetsmatt ar

P(A)= > P{(,5)}) dar P{(i,4)}) =P1({i}) - P2({5}) (2)

(i.5)eA
samt Py (-) och Py(-) &r sannolikhetsmatten som beskriver forsta respektive andra

tarningens egenskaper med enda kraven
6 6
P1({i}), P2({s}) 20 och ZlP1({i}) = E%Pz({j}) =1L
1= J=

Fran axiomen for sannolikhetsmaéatt i definition 2.1 kan manga fler regler hérledas.

Men da definition 2.1 dr enda kravet pa P(-) maste alla harledningar baseras pa den.

3. P(U A;) = SSP(A) for A, ..., A, C S sadana att A;NA; =0 for i# ],
4. P(A\B) = P(A) — P(ANB) for A, BCS,

5. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) fér A,BCS.



A = A &r komplementet till A C S, dvs. A= A°= 8\ A=allti S férutom A.

Bevis. 1. Eftersom AUA® =S och AN A°=10 ar
1 =axiom 2 P(5) = P(AU A°) =axiom 3 P(A4) + P(A°).
2. Tar vi A= S11 ar P(A) =axiom 2 1 sa att P(A°) = P(()) = 0.
3. Detta foljer genom upprepad anvandning av axiom 3 enligt
P(i(}lAO — P((jQIA,-) UA) = P(jL_JllAZ) +P(A4,) = .. = LP(4).
4. Eftersom
A=(ANB°)U(ANB)=(A\B)U(ANB) dar (A\B)N(ANB)=10
it P(A) Zasiom s P(A\ B) + P(AN B).
5. Eftersom AUB = (A\B)UB dar (A\B)NB =0 ar

P(AUB) =axiom s P(A\ B) + P(B) =, P(A) — P(ANB) + P(B). 0

Definition 2.3. Den betingade sannolikheten P(A|B) f6r hiandelsen A C S givet

(man vet) att héndelsen B C S intréffar ges av

P(ANB)

P(AIB) = 55

Min praktiska uppfattning om tex. sannolikheten fa triss eller fyrtal i ess i en pokergiv
andras om jag ser en motspelare far ett ess. Definitionen ovan reglerar detta i teorin.
Overkurs. Visa sannolikheten fa triss i ess i en pokergiv om en motspelare far ett

ess ar 13/47 av sannolikheten fa triss i ess genom modifiera utrikningen i exempel 1.3.

Definition 2.4. Héndelserna A, B C S dr oberoende om P(ANB) = P(A) P(B).
Héndelserna Aj,..., A, C S &r oberoende om P(A4,, N...NA,, )=P(4,,) ...
P(A,,) for varje val av k € {2,...,n} stycken olika A,,,..., A,, bland dem.

Till vardags anvéndes ofta oberoende. Tex. kan man ténka att sannolikheten att
en bil &r en vit Volvo (som min :) ) &r lika med sannolikheten att en bil r vit ganger

sannolikheten att en bil d4r en Volvo. Definitionen ovan reglerar detta i teorin.
Sats 2.5. For oberoende héndelser A, B C S ér P(A|B) = P(A).

Bevis. Inses litt. ]



Exempel 2.1. (Forrs.) For héndelserna A = “summan av tdrningarna > 10”
= {(4,6), (5,6),(6,6),(5,5),(5,6),(6,6)} och B = “forsta tdrningen visar 5’ =
{(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6)} ar enligt (1) P(4A) = P(B) = 1/6 och
P(AnB) =P({(5,5),(5,6)}) = 1/18 # 1/36 = P(A) - P(B) sa att P(4|B) =
(1/18)/(1/6) =1/3 #1/6 = P(A). Alltsa &r A och B ej oberoende.

Overkurs. Visa att A och B #r oberoende om téirning 1 &r obalanserad med

P,({4}) =P1({5}) =P1({6}) =1/31 (2) (medan térning 2 &r balanserad).

Sats 2.6. (BAYES FORMEL) For héndelser Ay,..., A, C S sadana att A;NA; = ()
for i £j och AjU ... UA, =5 giller att

_ PBAPUA)
PUAIB) = s p(plap(ay) @ 75

Bevis. Enligt definition 2.3 &r téljaren i Bayes formel lika med P(BNA;) = P(A;NB)

medan ndmnaren ar lika med

J
Kvoten i Bayes formel &r alltsa lika med P(A; N B)/P(B) = P(A;|B). O

S P(BNA;) =axiom 3 p( U Bn4;) =P(Bn (OAj)) _ P(BNS) = P(B).
=1 j=1 j=1

Exempel 2.2. (EXAMPLE 2.4.2 M&A) Féljande fordelning av blodtyper géller:

41% har blodtyp A = héndelse A;
9% har blodtyp B = hindelse As
4% har blodtyp AB = hiindelse A3
46% har blodtyp O = héandelse Ay

Lat C vara héndelsen att en individ diagnostiseras ha blodtyp A. En diagnostise-

ringsmetod har f6ljande prestanda: sannolikheten diagnostiseras ha blodtyp A &r

88% om individen har blodtyp A = P(C|A4;)

4% om individen har blodtyp B = P(C|Az2)

10% om individen har blodtyp AB = P(C|A3)
(

4% om individen har blodtyp O = P(C|A4)
Vad ar sannolikheten att en individ diagnostiserad ha blodtyp A har blodtyp A?

Losning. Vi soker P(A;|C) som enligt Bayes formel kan beriknas enligt

P(A,[C) = P(C|A)P(A) 0.88-0.41
TS P4 P(A;)  0.88:0.41 + 0.04-0.09 + 0.10-0.04 + 0.04-0.46
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