MVE090 LP4 2020 Forelasning 3-4

Forfattare: examinator Patrik Albin (=jag)

Inledning

I kapitel 2 infordes den grundlidggande “infrastrukturen” pa vilken man utfér sanno-
likhetsberdkningar. (Vi ldser en mattekurs och da maste alla begrepp definieras.)
Det denna infrastruktur for sannolikhetsteori anvandes till ar till mycket stor del

att rdkna pa stokastiska variabler (se definition 3.1 nedan) vilket jag nu skall bérja lara

ut. (Ett delomrade av sannolikhetsteorin som dock kan havdas hamna utanfor rakning
med stokastiska variabler dr den i kapitel 1 avhandlade kombinatoriken.)

I kapitel 3 och kapitel 4 (i foreldsning 5-6) raknar vi mest pa en stokastisk variabel
i taget. I kapitel 5 (foreldsning 7-8) réaknar vi pa flera stokastiska variabler pa en gang
vilket medfor en ny svarighet: de kan bero pa (paverka) varandra. Sa man maste i
allmédnhet géra en multivariat rdkning pa alla inblandade stokastiska variablerna pa en
gang istallet for “bara” rdkna pa en variabel i taget och sedan “lagga ihop”.

Numreringen av mina kapitel dr samma som i M&A, sa det ar inte férelasningsnum-

ret (dven om de ar samma i foreldsning 1-2 och till en bérjan hér i foreldsning 3-4).

Kapitel 3. “Discrete Distributions”

Detta kapitel handlar om diskreta stokastiska variabler, se definition 3.2 nedan.

Definition 3.1. En stokastisk variabel X ar en funktion X : S — R fran ett

utfallsrum S till de reella talen R.
Till varje utfall w € S ordnar alltsa den stokastiska variabeln X ett reellt tal X (w).

Exempel 2.1. (FOrTs.) For kast med tva térningar

S={{(,j):i,7€{1,2,3,4,5,6}}

ar summan av vad tadrningarna visar ett exempel pa en stokastisk variabel, dvs.

X:S—R gesav X((i,7)) =i+ 7.

Definition 3.2. En stokastisk variabel X &ar diskret om den har antingen &ndligt

manga eller upprakneligt odndligt manga (olika) méjliga varden.



Exempel pa dndliga méangder (av mojliga varden) ar {1,2,...,n} etc. Exempel pa

upprikneligt odndliga méngder dr de naturliga talen N = {0,1,2,...}, de hela talen

7 ={0,+1,42,...} och de rationella talen Q.

Om utfallsrummet S ar diskret maste varje stokastisk variabel X : S — R definierad

pa S vara diskret: antalet méjliga virden for X (w) kan inte vara fler &4n antalet w € S.

Definition 3.3. For en diskret stokastisk variabel X definieras frekvensfunk-

tionen eller téthetsfunktionen f(z) = fx(x) [tva olika bendmningar for samma

funktion som pa engelska kallas “(probability) density function”] genom

f(z) = fx(z) = P(X =

z)

for mojliga varden x for X.

Det &r en smaksak och kan bero pa sammanhang om man valjer enklare beteckningen

f(z) eller utforligare fx(x) som betonar det handlar om frekvensfuntionen for just X.

Kom ihag att sannolikhetsmatt tilldelar sannolikheter till hédndelser A C S och

P(X = x) &r ett forkortat (men allmént anvént) skrivsatt for P({w € S : X (w) = z})

diar {w € S : X(w) =z} &r hindelsen att utfallet w € S av slumforsoket ar sadant att

X(w) =z (vilket forstas eventuellt kan intraffa for fler d4n ett utfall w).

Exempel 2.1. (Forts.) For X summan av tva balanserade tarningar &r

p

1/36
2/36
3/36
4/36
5/36
6/36

fx(z) =

\

for
for
for
for
for
for

r =2 och x =12
xr=3 och z =11
xr=4 och =10
z=5o0ch z=9
=6 och x =28
=17

Har anvénder vi klassiska sannolikhetsformeln enligt (1) i kapitel 2. Tex. inne-

haller handelsen A = {X = 4} = “summan av tarningarna = 4” de tre utfallen

(1,3), (2,2) och (3,1) med sannolikhet 1/36 vardera sa att P(X = 4) = 3/36.

Definition 3.4. For en stokastisk variabel X definieras fordelningsfunktionen

F(x) = Fx(z) (engelska “cummulative distribution function”) genom

FX)=Fx(z)=P(X <z)=P{wes: X(w) <z}).

Fordelningsfunktionen anvéndes normalt mycket lite for diskreta stokastiska vari-

abler, men daremot mera for kontinuerliga stokastiska variabler i kapitel 4.



Exempel 2.1. (FOrTs.) For X summan av tva balanserade tarningar ar

;

0 for x <2
1/36 for 2<z<3
3/36 for 3<x<4
6/36 for 4<zx<5
10/36 for 5<x<6
15/36 for 6<z<7
21/36 for 7<az <S8
26/36 for 8<a<9
30/36 for 9 <z <10
33/36 for 10 <z <11
35/36 for 11<ax <12

1 for 12<z

\

Hér anvander vi vad vi vet om fx(z) fran ovan. Tex. &r

Fy(3.5) =P(X < 3.5)=P(X < 3)
({X=2}U{Xx =3}

P
P(X =2)+P(X =3) = fx(2) + fx(3) = 3/36

eftersom héndelserna {X = 2} = {(1,1)} och {X =3} = {(1,2),(2,1)} €] 6ver-
lappar {X =2} N{X = 3} =0 (kom ihag axiom 3 i definition 2.1).

Sats 3.5. For en diskret stokastisk variabel X med frekvensfunktion fx(x) ar

1. fx(z) >0 for alla x,

2 Y fx(@) =1,
alla ©
3. P(XeC)= Y fx(z) for C CR.
alla xeC

Bevis. 1. Foljer av att fx(z) dr en sannolikhet.

2. Foljer av att ta C =R i 3.

3. Analogt med hur jag visade Fx(3.5) = 3/36 for X summan av tva tdrningar ovan ar

P(XEC):P(U{X:x}): S P(X = x).

z€C zeC
Hér foljer andra likheten av 3 i Sats 2.2 eftersom {X = y} N{X =z} = 0 for y # z:
den stokastiska variabeln X kan inte vara lika med bade y och z pa en gang, dvs. det
finns inga utfall w € S som tillhor bada héndelserna {X =y} = {we S : X(w) =y}
och{X =z} ={weS: X(w)=2z2}day#z. O



Definition 3.6. Vintevirdet E(X) av en diskret stokastisk variabel X definieras
E(X)= > zfx(x).

alla x

Vantevirde (engelska “expectation”) kallas ibland lite slarvigt medelvérde men det
ar bast undvika detta ty det finns &ven nagot annat som kallas medelvérde i kapitel 6.

Vintevardet E(X) &r helt enkelt tyngdpunkten (punkten med momentjamvikt) for
den diskreta grafen av frekvensfunktionen fx(z).

Vantevirdet E(X) betecknas ocksa ofta p eller (tydligare) px framst for att betona

att det ar en konstant (ett vanligt reellt tal) och inte nagot mera komplicerat.

Exempel 2.1. (Forrs.) For X summan av tva balanserade térningar &r det

klart [studera uttrycket for fx(z) ovan] att tyngdpunkten for fx(z) dr E(X) =T7.

Det kan jag ocksa rdkna ut (utan att behdva “inse” nagot) mha definition 3.6:
E(X)

_ 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
=24 432443454462 4+7. 8483 4+9. 44103 +11-24+12- %

— 252 _
= =55 =T

Om h : R — R ér en funktion och X : § — R en stokastisk variabel &r &ven h(X) =

h(X(w)) en stokastisk variabel (ty funktion av utfallet w € S av ett slumpexperiment).

Sats 3.7. Vintevérdet av funktionen h(X) av en diskret stokastisk variabel X &r

E(h(X)) = > h(k) fx (k).

alla k

Bevis. Overkurs. E(h(X)) = 1122( )h(m)P(h(X) = h(z)) = 112 hz)P(X =2). O

Exempel 2.1. (Forts.) For X summan av tva balanserade tarningar och
h(z) = 0 om ze€{24,6,810,12} &r jamn
1 om z€{3,57911} &rudda
ar E(h(X)) = 1/2 ty sannolikheten att X &r jamn ar fx(2) + fx(4) + fx(6) +
fx(8) + fx(10) + fx(12) = ... = 1/2 sa att sannolikheten att X &r udda ocksa
ar 1/2. Det kan jag ocksa rdkna ut (utan behdva inse nagot) mha. sats 3.7:
E(h(X))

_ 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1 _ 18
=0 g+l +0 s+ lge 40+ L+ 0+ 1ok +0- 2+ 1. 2 4055 = 25



Sats 3.8. For tva diskreta stokastiska variabler X och Y é&r
1. E(X) =com X é&r en konstant stokastisk variabel X = ¢ for ett ¢ € R,
E(c X) = ¢E(X) for en konstant ¢ € R,
3. EX+Y)=EX)+E(®Y).

Bevis. 1. Enligt definition 3.6 ar

E(X)= Y zfx(z)=cfx(c)=c-1=c.

alla x

2. Genom ta h(x) = cx i sats 3.7 och dérefter anvénda definition 3.6 ser jag att

E(cX)= ¥ h(e) fx(2) = ¥ ca fx(z) = cB(X).

alla x alla ©

3. Detta kan jag ej bevisa forrén jag kommit en bit in i kapitel 5 i M&A. O

Definition 3.9. Variansen Var(X) av en stokastisk variabel X definieras
Var(X) = E([X — E(X)]2) = E((X — ux)?)
Standardavvikelsen av X definieras som 1/ Var(X).

Variansen Var(X) betecknas ofta o2 eller 0% och standardavvikelsen o eller o.

Variansen Var(X) ar ett (kvadratiskt) matt pa hur utspridd frekvensfuntionen ar
kring sin tyngpunkt E(X) — stor varians betyder en bred graf och liten varians en smal
graf [forhallandevis koncentrerad kring E(X)]. Standardavvikelsen ox betyder samma
sak men i verklig (ej kvadrerad) skala. I berdkningar och bevis etc. anvindes vanligen

variansen eftersom det blir enklare (utan rottecknet). Sa tar man kanske roten efterat.

Sats 3.10. For tva diskreta stokastiska variabler X och Y ar
1. Var(X) = Y (z — ux)*fx (),

alla x

2. Var(X) = E(X?) — (B(X))? = E(X?) — ik,

3. Var(X)=0 om och endast om X &r en konstant variabel X =c for ett ceR,
4. Var(cX) = ¢* Var(X) for en konstant ¢ € R,

5. Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) om X och Y é&r oberoende.

Att X och Y ar oberoende betyder att P{X € C}N{Y e D}) =P(X € C)P(Y €
D) for C, D C R. Detta lar jag ut i kapitel 5 i M&A sa funderar inte mer pa det nu.

Foresten skriver jag ibland P(A, B) istf. P(AN B) i fortsdttningen, de ar synonyma.



Bevis. 1. Foljer direkt av anviinda sats 3.7 med h(x) = (v — pux)?.
2. Genom anvanda alla tre delarna av sats 3.8 foljer att
Var(X) = B((X — jix)?) = B(X? = 2px X + i)
— B(X?) - 2ux B(X) + E(u%) = B(X?) — 13
3. Om X = c ir enligt 11 sats 3.8 E(X) = ¢ sd att (X — pux)? = 0 som (enligt 1 i sats
3.8) har véntevirde E(0) = 0. Omvént visar 1 att fx(ux) =1 om Var(X) = 0.
4. Enligt 2 isats 3.8 &r (¢ X — pex)? = (¢ X —cux)? = (X — px)? som (enligt 2 i
sats 3.8) har vintevirde 2 E((X — px)?) = ¢? Var(X).

5. Detta kan jag ej bevisa forrén jag kommit en bit in i kapitel 5 i M&A. O
Exempel 2.1. (ForTs.) Fér X summan av tva balanserade tirningar ir E(X?)
2.1 1922 2.3 k2. 4 22 5 52 6 g2 5 2. 4 2.3 2.2 2.1
22. L4382 2442 3452 4462 2472 8482 2192 A 4107 2 4112 24122
som blir ... = 329/6 sa att enligt sats
_ 2 2329 ~2_  _ 35
Var(X) =E(X°) - (E(X))" =% -7 =... = %.
Notera att frekvensfunktionen nar 5 enheter ut fran tyngdpunkten 7 till minsta

och storsta mojliga virdena 2 respektive 12 for X och ox = 1/35/6 = 2.41523. ..

ar cirka vad jag skulle gissa medelmomentavstandet for X varde fran 7 bor vara.

Definition 3.11. Den momentgenererande funktionen (MGF) mx : [0,00) — R

for en stokastisk variabel X definieras

mx(t) = E(etX).

Sats 3.12. For en stokastisk variabel X géller att

mi (0) = % mx(t) |,_,=E(X*) for keN.

Bevis. mg];)(()) - & E(e!Y) ‘t:(): E( i tX)

=5 Re E(X*e!X) E(X%). O

}t:(): |t:0:

Talet E(XF) kallas moment av ordning k fér den stokastiska variabeln X och k € N,
Moment ar en viktig beskrivande egenskap for stokastiska variabler, bla. i statistik. Och

vet man alla moment kan man bestdmma frekvensfuntionen fx(z) fran dem.

Definition 3.13. En stokastisk variabel X med méjliga varden 1,2,3... och
frekvensfunktion fx (k) = (1 — p)¥~!p for k =1,2,3... ir geometriskt fordelad.




Ovan &r p € (0,1) en sk. parameter, dvs. ett fixt (men godtyckligt valt) tal i (0,1).
Att D22, fx(k) =1 for fx (k) ovan foljer latt av formeln for geometrisk summa.

Geometrisk fordelning kallas d&ven vantetidsfordelning endr om man utfor ett slump-

méssigt experiment som har sannolikhet p att lyckas upprepat tills det lyckas for forsta
gangen och X &r antalet forsok som behovs for det sa ar X geometriskt fordelad. Ty
X = k betyder att forst misslyckas k — 1 forsok varefter experiment nummer £ lyckas.

Notera: jag anvinder hellre i, j, k, [, m,n etc. for beteckna heltal istf. x som M&A.

Exempel 3.1. En geometrisk fordelad stokastisk variabel X har enligt sats 3.7

och formeln for geometrisk summa momentgenererande funktion

t

E(etX) _ aﬂza:metxfx(x) = kiletk(l—p)k_lp = etp kil[et(l—p)]k_l = #fi—p)

Mha. Mathematica beréknar jag darfor latt m'y (0) = E(X)

In[1]:= Simplify[D[Exp[t]*p/(1-Exp[t]*(1-p)),t]l/.{t->0}]
Out[1]= %
och m% (0) = E(X?)

In[2]:= Simplify[D[D[Exp[t]*p/(1-Exp[t]*(1-p)),t],t]/.{t->0}]

Out [2]= QP;QP
s& att enligt 2 i sats 3.10

Var(X) = E(X?) - (E(X))* = %52 — (

: )2_1—2p %_

p? T p

1
D

Har anvinde jag standardkonventionen ¢ = 1— p for tal (sannolikheter) p € (0, 1).

Definition 3.14. En stokastisk variabel X med moéjliga varden 0,1,...,n och
frekvensfunktion fx (k) = (g) pF(1—p)"* for k =0,1,...,n ir binomialfsrdelad.

Ovan &r heltalet n > 1 och p € (0,1) parametrar och man skriver att X ar Bin(n, p).

Att D22, fx(k) =1 for fx (k) ovan foljer av det sk. binomialteoremet:

(a4+0)" = i (Z) "k fora,b > 0.

Om man utfor ett slumpméssigkt_ Oexperiment n ganger som har sannolikhet p att
lyckas varje gang och X &r antalet lyckade forsck bland de n utforda sa &r X binomi-
alfordelad. Ty varje specifik sekvens av sammanlagt k lyckade och n — k misslyckade

n

férssk har sannolikhet p* (1 —p)"~* och enligt sats 1.4 finns () olika sidana sekvenser.

Overkurs. Inse summan av n (oberoende) Bin (1, p) stokastiska variabler &r Bin (n, p).



Exempel 3.2. En binomialférdelad stokastisk variabel X har enligt sats 3.7 och

binomialteoremet momentgenererande funktion

B(eY) = 3 e fx(e) = 356 () p (1 -p)" = (e'p+ (1-p)"
Mha. Mathematica beriknar jag dirfor litt m'y (0) = E(X)
In[3]:= Simplify[D[(Expl[tl*p+(1-p)) n,t]/.{t->0}]
Out[3]= np
och m’(0) = B(X?)
In[4]:= Simplify[D[D[(Exp[t]l*p+(1-p)) n,t]l,t]1/.{t->0}]
Out[4]= np(1+4 (n—1)p))
s att enligt 2 i sats 3.10

Var(X) = E(X?) — (E(X))?=np(1+ (n—1)p)) — (np)* =np(1—p).

Definition 3.15. En stokastisk variabel X med mojliga varden r,r+1,74+2,...

och frekvensfunktion
fx(k)y= (D)t =p) D p = (2 pr (1= p)F T

for k=r,r+1,7+2,... r negativt binomialférdelad.

Ovan ar heltalet » > 1 och p € (0,1) parametrar.

Om man utfor ett slumpméssigt experiment som har sannolikhet p att lyckas varje

gang till experimentet lyckats r ganger och X &ar antalet forsok som behovs for det ar

X negativt binomialférdelad. Ty X = k betyder att forst &r en Bin(k— 1, p) stokastisk

variabel lika 7 — 1 (dvs. r — 1 av de k — 1 forsta forsoken lyckas) med sannolikhet

k—1
r—1

) pr(1— p)(k_l)_(’"_l) och sedan lyckas experiment nummer k£ med sannolikhet p.

Exempel 3.3. Overkurs. En negativt binomialférdelad stokastisk variabel X har

o0

mx(t) = S () (-pt
_ (pe') o (k-1 e (1)) 1= (1 —el (1—p) )T = (pe')’
- (1—et(1—p))7’ kZ::T(r—l)(l (1 p)) [1 (1 (1 p))] (1—et(1—p))7"

(varfér?). Genom inse summan av r (oberoende) vantetidsfordelade stokastiska
variabler med parameter p ar negativt binomialférdelad kan vi berdkna E(X) =

r/p och Var(X) = rq/p? mha. exempel 3.1 samt 3 i sats 3.8 och 5 i sats 3.10.



Definition 3.16. En stokastisk variabel X med mdjliga vairden N =0,1,2... och
frekvensfunktion fy (k) = (\*/(k!))e > for k € N #r Poisson fordelad.

Ovan &r A > 0 en parameter och man skriver att X ar Po(\).

Poisson &r en dod (fére detta) fransk gubbe.

Att S0 fx (k) =1 fér fx (k) ovan foljer av Taylor utveckling e* = 70 / Ak /(k!).

Taylor ar en dod (fore detta) engelsk gubbe.

Poisson fordelningen forekommer i naturen: det slumpmaéssiga antal sonderfall ett
stycke radioaktivt material har per tidsenhet har denna fédelning (kan man bevisa mha.

fysikens axiom). MVE(090-kursens forsta projekt anknyter till detta.

Exempel 3.4. For en Poisson fordelad stokastisk variabel X ar

mx(t) = Sttt (AF/(kD) e = 673 3 () /(K1) = e At = ofe' -
k=0 k=0

(mha. Taylor utvecklingen ovan), sa att m’y(0) = E(X) &r

In[5]:= Simplify[D[Exp[(Exp[t]-1)*lambdal,t]/.{t->0}]

Out [6]= lambda

och m/%(0) = E(X?) é&r
In[6]:= Simplify[D[D[Exp[(Exp[t]-1)*lambdal,t],t]/.{t->0}]
Out [6]= lambda (1 4 lambda)

vilket ger

Var(X) = E(X?) — (E(X))? = lambda (1 + lambda) — lambda® = lambda.

Definition 3.17. En stokastisk variabel X ar hypergeometriskt fordelad om den

har moéjliga virden {max[0,n—(N —r))],...,min[n,r|} och frekvensfunktion

fx®&) =G /&) for ke {max[0,n—(N—7))],...,min[n,r]}.

Ovan é&r heltalen N > 2 och r,n € {1,..., N} parametrar.

Om man slumpmaéssigt valjer ut n objekt fran en population om N objekt varav r
objekt &r OK och N — r objekt &ar ¢j OK och om X &r antalet OK objekt man erhaller
sa dr X enligt sats 1.4 och klassiska sannolikhetsformeln hypergeometrisk fordelad.

Det ar intuitivt klart (och dven sant :) ) att E(X) = n(r/N). Jag avstar berikna

Var(X) men det finns en formel for den i boken.



Simulering av diskret stokastisk variabel. En observation av en stokastisk variabel

X ar vardet X far da man utfor det slumpmaéssiga experimentet en gang och anvander
utfallet w € S till rdkna ut den stokastiska variabelns virde X (w) enligt definition 3.1.
Hur gér man en observation av en diskret stokastisk variabel X med mdojliga varden

x1,x2,x3 ... med respektive sannolikheter fx(x1), fx(z2), fx(x3),...1 dator? Svar:

Sats 3.18. (TABELLMETODEN) Tag ett slumptal £ mellan 0 och 1 och sétt

1 om 0<E< far)
T9 om flxr) <& < for) + f(x2)

X = .
zg om  f(x1) + f(w2) <& < fz1) + f(x2) + flx3)

Bevis. Overkurs. Sannolikheten att Zfz_ll fx(x) <€< Zle fx(z) ar fx(xg). O

Ovan ar £ egentligen en sk. kontinuerlig stokastisk variabel som ar likformigt forde-

lad 6ver intervallet [0, 1]: detta lar jag ut i nésta kapitel 4.
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