MVE090 LP4 2020 Forelasning 7-8

Forfattare: examinator Patrik Albin (=jag)

Kapitel 5. “Joint Distributions”

Dessa foreldsningar 7-8 (=kapitel 5) ar de sista planerade bli pdf medan forelasning 9-14
(=kapitel 6-11 = normalt hélften av fragorna pa salstentor) planeras filmade.

I kapitel 3-4 rdknade jag med stokastiska variabler men mest en i taget och annars
pa (tva eller flera) oberoende variabler. Det nya i detta kapitel dr att de stokastiska
variablerna kan bero av varandra. Och da racker det inte veta allt om varje variabel var

for sig utan man maste dven veta hur de beror av varandra vilket dr en ny svarighet.

Definition 5.1. Om X och Y ar diskreta stokastiska variabler definieras deras

gemensamma frekvensfunktion (engelska “joint probability density function”) som

fxy(z,y) =P(X =2Y =y) =P{X =z} n{Y =y}).

Mao. &r fx y(z,y) sannolikheten att utfallet w € S av slumpforsoket dr sadant att
bade X (w) = z och Y (w) = y for méjliga virden x och y for X respektive Y. Man kan
dven rikna ut fxy(z,y) for omdjliga vérden (z,y) for (X,Y) men da blir den O :).

Jag kommer nu till foljande motsvarighet till sats 3.5:

Sats 5.2. For diskreta variabler X och Y med frekvensfunktion fx y(z,y) ar

1. fxy(z,y) >0 for alla z,y,

2. > Y fxy(my) =1,

alla z alla y

3. P(X,Y)€C) = S5 fxy(wy) for CCR2
alla (z,y)eC

4. fx(z)= X fxy(z,y) foralla x och fy(y)= > fxy(z,y) foralla y.

alla y alla x

Aven om fx(z) och fy(y) ar bestdmda av fxy(x,y) enligt 4 sa ar det ej tvirtom:
man kan i allménhet ej berékna fx y(x,y) med kinnedom om endast fx(z) och fy(y)

ty da saknar man informationen om hur X och Y beror av (paverkar) varandra.

Bevis. 1-3. Helt analogt med beviset av 1-3 i sats 3.5.

4. Overkurs. Foljer av ta C' = {z} x (—o0,00) respektive C' = (—o0,00) x {y}i3. O



Definition 5.3. Om X och Y &r stokastiska variabler definieras deras gemensam-

ma fordelningsfunktion (engelska “joint cummulative distribution function”) som

Fxy(z,y) =P(X <z,Y <y)=P{X <z}n{Y <y}) foralla z,y.
Fordelningsfunktionen Fx y (z,y) anvéndes framst for kontinuerliga variabler.

Definition 5.4. Om X och Y ar kontinuerliga stokastiska variabler definieras de-

ras gemensamma frekvensfunktion (engelska “joint probability density function”)
2
T,y) = F x, for alla z,y.
fxy(z,y) 920y Xy (2,y) y

Sats 5.5. For tva kontinuerliga variabler X och Y ar

L. fxy(z,y) >0 for alla z,y,

2. [ [ fxy(z,y)dady =1,
—00 —00

v=y
3. Fxy(z,y)= [ [ fxy(u,v)dudv for alla z,y,

U=—0 V=—0

4. P(a <X <be<gY < d) = ny(b, d)—F)@y(b, C)—FX’y(a, d)—i—FX,y(a,C),

5. P(X,Y)e )= [[ fxy(z,y)dady for C CR?,
(z,y)eC

6. Fxy(—o0,y)=Fxy(r,—00) =0, Fxy(x,00)=Fx(z) och Fxy(00,y)=Fy(y),

7. fx(x)= [ fxy(z,y)dy for alla = och fy(y)= [ fxy(z,y)dz for alla y.

AR —o0
Bevis. 1-3. Helt analogt med beviset av 1-3 i sats 4.3.
4. Overkurs. Anviind
PX<bc<Y <d)=P(X <bY <d)—P(X<bY <c)=Fxy(bd) —Fxy(bc)
forst som den ar och sedan med b utbytt mot a insatt i
Pla< X <bc<Y<d)=P(X<bec<Y <d)—P(X <a,c<Y <d).
5. Overkurs. Anvénd 4 till visa 5 analogt med beviset av 5 i sats 4.3.
6. Foljer direkt av definition 5.3.

7. Med utnyttjande av de tva sista likheterna i 6 f6ljer 7 av férst ta y = oo och derivera

map. x och sedan ta x = 0o och derivera map. y i 3. (Il

Definition 5.6. Tva stokastiska variabler X och Y ar oberoende om

P(X €AY eB) =P(X € AP(Y € B) foralla A,BCR.

2



Sats 5.7. Tva stokastiska variabler X och Y &ar oberoende om och endast om

Ixy(z,y) = fx(x)fy(y) foralla z,y.

Bevis. (KONTINUERLIGT) Om fxy(z,y) = fx(z)fy(y) ger 5 i satserna 4.3 och 5.5 att

P(XeAYeB)= [ [ fxy(z,y)dedy= [ [ fx(z)fy(y)dedy=P(XcA)P(YeB).
r€AyYEB z€AyEB

Om omvént X och Y &r oberoende &r enligt definitionerna 5.3-5.4 och 5.6
82 2

P(X<z)P(Y <y) = fx@)fr(y). O

Exempel 5.1. (ExaMPLE 5.1.5 M&A) Lat X och Y vara kontinuerliga sto-
kastiska variabler med fxy(z,y) = c/z for 27 < y < z < 33! for en konstant
¢ > 0. Bestém ¢, fx(x) och fy(y). Ar X och Y oberoende?

Losning. Jag bestammer ¢ mha. 2 i sats 5.5:

r=33 y=x

0o o0 =33
1= f f Ixy(z,y)dedy = f f Sdrdy = c f (1-— %) dr = c(6—27ln(%)).
—00 —00 =27 y=27 =27

Enligt 7 i sats 5.5 ar vidare

0o y=z
fx@) = [ fxy(@ydy= [ Sdy=c(1-2) for x e [27,33,
-0 y=27
0o =33
)= [ fxy(x,y)de= [ Sdo= cln(%) for y e [27,33].
—00 =y

Eftersom fxy(x,y) # fx(z)fy(y) & X och Y enligt sats 5.7 ¢j oberoende.

Exempel 5.2. (TAL 3 20160405) Berdkna P(X >Y) for X och Y oberoende

med X standard normalférdelad och Y exponentialfordelad med parameter 1.
Losning. Eftersom enligt sats 5.7 och definitionerna 4.9-4.11

a2/9 _
fxy(zy) = fx(@)fy(y) = \/%e /26~y
och hiindelsen {X > Y} betyder att (X,Y) € {(z,y) €R? : x>y} ger 5 i sats 5.5

P(X>Y)= [ Ixy(z,y)dedy
{(z,y)€ER2 : 2>y}
FROOYE 1 —x2/2 —y
= J e e Ydy
=0 y=
= Of% e v/ (1—e ) dx =3 — \/5{\/% e~ (/2 gy

'Notera de konstiga siffrorna — en matematiker hade valt 0 <y < z < 1.



Sats 5.8. For tva stokastiska variabler X och Y och en funktion h : R?2 — R &r

> > h(z,y)fxy(z,y) for X och Y diskreta

alla z alla y
o (o] N
[ [ h(z,y)fxy(x,y)dedy f6r X och Y kontinuerliga

—00 —00

E(h(X,Y)) =

Bevis. Dubbel 6verkurs. I diskreta fallet ar h(X,Y") en vanlig diskret variabel och be-
viset ekvivalent med det av sats 3.7. I kontinuerliga fallet approximeras X och Y upp-

ifran med diskreta variabler som i beviset av sats 4.5 och sedan resoneras som dar. O

Exempel 5.1. (Forts.) For berdkna E(X) kan jag utnyttja det tidigare gjorda

E(X) = ?xfx(x)dm = JU733:Uc(1 — ) dy =...=18c.
—o0 =27

Men om detta varit ogjort kunde jag istéllet anvént sats 5.8 med h(z,y) = :

oo 00 y=33 =33
EX)= [ [hxy)fxy(zy)dedy= [ [ zldedy=...=18c.
—00 —00 y=27 r=y

Jag kan nu gora de tidigare utelimnade bevisen av 3 i sats 3.8 och 2 i sats 4.6:

Sats 5.9. For stokastiska variabler Xi,..., X, och reella tal a1, ..., a, ar
n n
E( > aka) — Y E(X))
k=1 k=1

Bevis. Overkurs. Det ricker visa 3 i sats 3.8 och 2 i sats 4.6 ty sedan kan dessa an-
vandas upprepat tillsammans med 2 i sats 3.8 och 1 i sats 4.6 till att plocka ut en term
E(apXy) = ar E(Xk) 1 taget ur vénsterledets vantevéarde till hogerledets summa. For

visa 2 i sats 4.6 tar jag h(z,y) = x + y i sats 5.8 och far mha. 7 i sats 5.5

B(X+Y)= | | (z+9) fxy(zy)dedy

—00 —0O0

= | [afxy(@y)dedy+ | [y fxy(ey)dedy

:_Tmfx(x) dx+_70yfy(y)dy:E(X)+E(Y). O

Definition 5.10. Kovariansen mellan tva stokastiska variabler X och Y definieras

Cov(X,Y) =E((X — pux)(Y — py))-

Kovariansen ar ett enkelt men mycket anvant (speciellt i teknik etc.) matt pa hur
mycket X och Y beror pa varandra. For avgéra vad som ar stort eller litet beroende

normaliseras kovariansen till korrelationskoefficient, se definition 5.14 nedan.



Notera det triviala men dnda viktiga faktumet att Var(X) = Cov(X, X).
Definition 5.11. Om Cov(X,Y) = 0 séges X och Y vara okorrelerade.

Sats 5.12. Om X och Y ar oberoende ar de okorrelerade.

Omvéndningen till sats 5.11 dr inte sann (alls!): det &r ldtt konstruera stokastiska
variabler X och Y som é&r fullstdndigt beroende men énda har Cov(X,Y) = 0.
Overkurs. Visa att om X #&r Uni[—m, 7] och ¥ = cos(X) sa ar Cov(X,Y) = 0.

Bevis. (KONTINUERLIGT) Enligt sats 5.7 och 5.8 (samt definition 4.4) &r

Cov(X,Y)= [ [ (z—px)(y—py)fxy(z,y)dedy
—o0—00

oo o0

= f f x—px) (y—py)fx(@)fy(y) dedy
= (T (z—px)fx(z)d )(_j? (y—nuv)fy(y) dy)
= (E(X) —pux)(EXY)—puy)=0-0=0. 0

Sats 5.9 har en viktig motsvarighet for kovarians och varians:

Sats 5.13. For variabler X1,..., X,,,Y1,...,Y, och tal a1,...,am,b1,...,b, &ar

1. COV(ZGZ'Xi, ijY]> = Z Eaibj COV(XI',Y}),

i=1 =1 i=1j=1
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Bevis. Overkurs. 1. Inse det riicker visa
Cov(aX,Y)=aCov(X,Y) och Cov(X+Y,Z)=Cov(X,Z)+Cov(Y,Z) (1)
for att sedan konkludera 1 mha. upprepat anvindande av (1) och symmetrin Cov(X,Y")
= Cov(Y, X). Men (1) foljer av sats 5.9 och en inspektion av definition 5.10.
2. Féljer direkt av 1 och faktumet att Var(3i"; a;X;) = Cov(3 ", a; Xy, 370 a; X;).
3. Foljer direkt av 2 och definition 5.11 av okorrelerad. O
Definition 5.14. Korrelationskoefficienten for tva variabler X och Y definieras

xy = Cov(X,Y)
Y v/Var(X),/Var(Y)
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Sats 5.15. |px y| < 1 med likhet om och endast om X och Y &r linjart beroende,
dvs. a X + b= cY + d for nagra konstanter a, b, c,d € R.

Bevis. Overkurs. Enligt sats 5.13 géller att

X Y _ Var(X) Cov(X,Y) Var(Y)
0= Var<\/Var(X) + \/Var(Y)) T (y/Var(X))? + 2\/Var(X)\/Var(Y) (y/Var(Y))?
=142 Xy + 1

som enligt 3 i sats 3.10 &r lika noll om och endast om X/y/Var(X)+ Y/ /Var(Y) &r

en konstant, vilket i sin tur ar samma som att X och Y &r linjart beroende. U

Definition 5.16. Tva diskreta variabler X och Y har betingad frekvensfunktion

P(X = an = y) _ fX,Y(x7y)
P(Y =y) fry)

fX|Y(1’|y) = fX|y(37) =PX =2V =y)=

Den forsta beteckningen fx|y(x|y) dr den géngse anvinda medan M&A anvénder
fx|y(®). Jag kommer anviinda den forsta.

Den betingade frekvensfunktionen fxy(z|y) dr en frekvensfunktion som uppfyller
reglerna 1-2 i sats 3.5. Det dr en annan frekvensfunktion for X &n den ursprungliga

fx(x) ddr man tagit hénsyn till man har informationen att Y = y.

Sats 5.17. (TOTAL SANNOLIKHET) For diskreta variabler X och Y och C CR é&r

P(XeClY =y) = ;Cfxw(w\y) och P(XeC)= > P(XeClY =y)fy(y)

alla y

Bevis. Da hindelsen {X € C,Y = y} betyder (X,Y) € C x {y} ar enligt 5 i sats 5.5

P(XeCly —y) = TOLECT =) Zce POl _ & g ay)

som i sin tur mha. definition 5.16 och 4 i sats 5.2 (samt 3 i sats 3.5) ger att

S P(XECY =y)fr(y) = X (5 fxp(aly) ()

alla y alla y ~zeC
=2 (2 fxr@y) = S fx@) =P(XeC). O
zeC talla y zeC

Definition 5.18. For diskreta variabler X och Y definieras betingat vantevéarde

EX|Y =y) = X = fxyy(zly)

alla ©

Sats 5.19. (TOTALT VANTEVARDE) For diskreta variabler X och Y é&r

E(X)= Y EXY =y)fr(y).

alla y



Bevis. Enligt definitionerna 5.16 och 5.18 samt 4 i sats 5.2 ar

S EXY =p)fr(y) = X (X ooy @) i)

alla y alla y talla x
= S (X fxvl@y) = X afx@) =EX). O
alla z “allay alla z

Exempel 5.3. (TAL 3 20150605) Givet ett tal A > 0, bestam E(X|Y =¢) for
en tvadimensionell diskret stokastisk variabel (X,Y’) med frekvensfunktion

(k+0) \F+E

—9)\ . o B )
gy @ ¢ Pr k=012 och fxy(k £ =0 fo.

fX,Y(kv E) =

Losning. Jag kollar forst att fx y (k, ) verkligen &r en frekvensfunktion:

In[1]:= £fXY[k,1]=(k+1)*lambda"~ (k+1) *Exp [-2x1ambda]/(2*1lambdax* (k!)*(1!));
In[2]:= Sum[Sum[fXY[k,1],{k,0,Infinity}],{1,0,Infinity}]
Out[2]= 1

Sa riknar jag ut fy(I) mha. 4 i sats 5.2

In[3]:= Sum[fXY[k,1],{k,0,Infinity}]
—lambda -1

Out[3]= lamb;lolb! (I+lambda)

In[4]:= fY[1]=%

Ocksa réknar jag slutligen ut E(X|Y = /) enligt definition 5.18:
In[5]:

Sum [k*fXY[k,1]/£fY[1],{k,0,Infinity}]

_ lambda+llambda+lambda?®
Out [5] I+lambda

Definition 5.20. Kontinuerliga variabler X och Y har betingad frekvensfunktion

Fx(@ly) = fxp (@) = fxy(z,y)

fy ()
Overkurs. Definition 5.20 kan motiveras antingen genom ténka att Ixy(zly) bor
vara proportionell mot fx y(z,y) och fér att z-arean under fx|y (z|y) skall vara 1 maste

da proportionalitetskonstanten enligt 7 i sats 5.5 vara 1/ fx(x). Eller later man € | 0 i

inﬂy(a:,y)—FX’y(x,y—s) € fX,Y(:an)
dz € Fy(y)—Fy(y—e) fy(y)

Den betingade frekvensfunktionen fxy(z|y) dr en frekvensfunktion som uppfyller

d
ZPp(x<zly _
T (X <z|Ye(y—e,y])

reglerna 1 och 3 isats 4.3. Det ar en annan frekvensfunktionen fér X &n den ursprungliga

fx(x) ddr man tagit hénsyn till man har informationen att Y = y.



Definition 5.21. For kontinuerliga X och Y och C' C R definieras

P(XeCly =y) = fcfxw(ﬂﬁly)dx och E(X[Y ey)= Ofoxfxw(ffly)dx-
TE —o0

E(X|Y €y) betecknas &ven p x|, och kallas regressionskurva av X pa Y.

Sats 5.22. (TOTAL SANNOLIKHET OCH TOTALT VANTEVARDE) For kontin-

uerliga X och Y och C CR ar

P(XeC)= [P(XeClY=y)fy(y)dy och E(X)= [EXY=y)fy(y)dy.
Bevis. Helt analogt med de diskreta bevisen av sats 5.17 och 5.19. U

Exempel 5.4. (TAL 3 20161007) Berdkna E(X |Y =y) for en tvadimensionell

kontinuerlig stokastisk variabel (X,Y") med frekvensfunktion

fxy(z,y) =1/x for 0<y<z<1 och fxy(z,y)=0 fo.

Losning. Jag kollar forst att fxy(z,y) ér en frekvensfunktion:

In[6]:= £fXY[x,y]l=1/x; Integrate[Integratel[f[x,y],{x,y,1}],{y,0,1}]

Out[6]= 1
Sa raknar jag ut fy (y) mha. 7 i sats 5.5
In[7]:= fY[yl=Integrate[f[x,y],{x,y,1}]
Out [7]1= —Log[y]
Ocksa riknar jag slutligen ut E(X|Y =y) enligt definition 5.21:
In[8]:= Integrate[Integrate [x*fXY[x,yl/fY[yl,{x,y,1}]

Out [8]= —i;gy[y}

Sats 5.23. Lat X och Y vara kontinuerliga stokastiska variabler med frekvens-
funktion fxy(z,y) och g1, g2, h1, he : R = R funktioner sadana att
(ua U) - (gl(xa y)v QQ(IE, y)) <~ (.’IJ, y) = (h1<u7 ’U), h2(u7 U)) for T,Y,u,V € R.

De kontinuerliga stokastiska variablerna U = g;(X,Y) och V = g2(X,Y) har da

ahl (’U,,U) 8’7/1 (u,v)

fuw (u,v) = fxy(hi(u,v), ho(u,v)) ahf& " ahf(z | for (wv) €RZ
ou )



Determinanten | - | ovan ar den sk. Jacobianen eller funktionaldeterminanten.

Bevis. Foljer av formeln for variabelbyte i dubbelintegral:
P((Ua V) S C) = P((gl(X7 Y)ag2(Xa Y)) € C)

= IS Ixy(x,y) dedy
{(z,y)€R?:(g1(x,y),92(x,y))€C}

[z |

dudv]

Ohy (’lL,’l)) Ohy (’lL,’l))

= I Fxy (b (u, ), ha(u,v)) | 2" | dudo.

() ER2: (uw)eC) Oha(u) Oha(tv)

Exempel 5.5. (EXAMPLE 5.5.2 M&A) Om X och Y &r obereonde och Uni|0, 2]
respektive Uni |0, 3] &r enligt definition 4.8 och sats 5.7 fxy(z,y) = 1/6. Om

(U, V) =(91(X,Y),92(X,Y)) = (X =Y, X +Y)
blir
(X, Y)=((U+V)/2,(V-U)/2) = (m(U,V), ha(U,V))

s& att sats 5.23 enkelt ger

0 utv 90 utw 1 1
B utv v—uy |[Ou 2 v 2 | _ 1| 3 2| _ 1
u,v) = fxy(*F* ~ 6 oIz
fU,V( ) ) f, ( 2 0 2 ) 9 v—u O v—u 61_1 1 12
Ju 2 dv 2 2 2

VB definitionsomradet for fyy(u,v), dvs. for vilka (u,v) formeln géller och for
vilka (u,v) istéllet fy v (u,v) = 0 visas det i figuren nedan stulen fran M&A dér
omradet till vénster 0 <z <2, 0 <y <3 ar definitionsomradet for fx y(x,y) och

omradet till héger 0 <u+v <4, 0 <wv—u <6 &r definitionsomradet for f7 v (u,v):

) =4
0.3) 23) (-3,3) Rt o

|
|
|
I
I
I
(0,0) (2,0) -3 0 2

g



