MVE090 LP4 2021 Forelasning 1-2

Kapitel 1. “Introduction to Probability and Counting”

Man utfor ett slumpméssigt experiment. Som tex. kasta en tarning.

Maéangden av alla mojliga utfall av experimentet kallas utfallsrummet S. Tex. ar
S =1{1,2,3,4,5,6} for kast med en téarning.

En delméngd A C S av utfallsrummet kallas hdndelse. Tex. ar resultatet att tdrnin-
gen visar mindre lika 3 vid tarningskast hdndelsen A = {1,2,3} C S.

Ett sannolikhetsmatt P(-) tilldelar sannolikheter P(A) at héndelser A C S.

Definition 1.1. (KLASSISKA SANNOLIKHETSFORMELN) Om alla utfall ar lika

e &
sannolika ar _ #A _ antalet utfall i 4

P(4) = #S ~ antalet utfalli S

for A C S.

Tex. ar
1,2
P(tarningen visar mindre lika 3) = P({1,2,3}) = #{f; é)’fg’ 67 = %

En permutation ar ett arrangemang av objekt i en viss ordning. Tex. de sex mojliga
tarningsutfallen i avtagande ordning 6, 5,4, 3,2, 1.
En kombination &ar ett urval av objekt utan hénsyn till ordning (utan endast till

sammanlagt “innehall”). Tex. méngden av alla mojliga tarningsutfall {1,2,3,4,5,6}.

Sats 1.2. (MULTIPLIKATIONSPRINCIPEN FOR PERMUTATIONER) Om ett experi-
ment utfores i k stycken steg och steg nummer ¢ kan utfalla pa n; stycken olika

satt for i = 1,...,k sa kan experimentet utfalla pa ni - no - ... - ny olika sétt.

Notera vi tar hansyn till ordning ovan, dvs. rdknar antalet méjliga olika permutationer.

Sats 1.3. Antalet olika sdtt man kan vélja ut r stycken objekt bland n stycken

olika objekt med hénsyn till ordningen mellan dem (dvs. permutationer) &r

n-(n—1)-...-(n—r+1)= Ik

Sats 1.4. Antalet olika sdtt man kan vélja ut r stycken objekt bland n stycken

olika objekt utan hénsyn till ordningen mellan dem (dvs. kombinationer) &r

n over r = =—.
v (r) rl-(n—r)!



Exempel 1.1. 5 maskiner av 20 &r felaktiga. En kund inspekterar 3 slumpmassigt
valda maskiner av de 20. Om de 3 utvalda ar felfria kopes alla 20 maskinerna och

annars inga. Vad ar sannolikheten kopet blir av?

Losning. Vi rdknar kombinationer: antalet satt valja 3 maskiner bland 20 utan

hénsyn till ordning ar

( 230 ) _ 3!?01!7! — . —1140.

Antalet sétt vilja 3 maskiner bland de felfria 15 utan hénsyn till ordning ar

15>7 15! B _4
(3 3120 T 55.

Sa enligt den klassiska sannolikhetsformeln blir

455

P(kopet blir aV) = @

Sats 1.5. Antalet olika sitt (permutationer) att ordna n stycken objekt som &r
av k stycken olika sorter dér det finns n; stycken (oskiljbara) av varje sort for sort
nummer ¢ = 1,...,k (sa att n =mn; + ... +ng) ar

n!

Exempel 1.2. Nystartade trafikljus kan vara réda, grona eller gula med sannolik-

het 1/3 var. Finn sannolikheten for 3 réda, 2 gréna och 5 gula ljus da 10 startas.

Losning. Vi riknar permutationer: det finns 3'° olika séitt ordna 10 stycken firger

valda bland rétt, gront och gult. Enligt foregaenda sats finns

10!
3!-2!.5!

sétt ordna 3 roda, 2 grona och 5 gula ljus. Sa klassiska sannolikhetsformeln ger
10! 2520
P(3 réda, 2 gré h 5 gula ljus) = ———— /310 = ——
(3 réda, 2 grona och 5 gula ljus) TR 5!/ 29019
Exempel 1.3. Sannolikheten for triss i en pokergiv ar
()5 ()G /(%)
1 3 2 1 5/

Sannolikheten for tva par i en pokergiv ar

()G (0)-() /(%)



Kapitel 2. “Some Probability Laws”

Definition 2.1. Ett sannolikhetsmatt P(-) tilldelar sannolikheter P(A) till

handelser A C S pa ett sadant vis att

1. P(A) >0 for ACS,

3. P(AUB) =P(A)+P(B) for A,B C S sadana att AN B =10.

Exempel 2.1. For kast med tva tdrningar kan vi valja utfallsrummet
S ={(i,5) 4,5 € {1,2,3,4,5,6} }.
For “balanserade” tarningar valjer vi sannolikhetsméattet
P(A) =#A/36 (1)

(se klassiska sannolikhetsformeln) sa speciellt P({(7,7)}) = 1/36 for alla (i, j) € S.

Fran axiomen for sannolikhetsmatt i definition 2.1 kan manga fler regler hérledas.

3. P(U A;) = SSP(Ay) for Ai, ..., A, C S sadana att A;NA; =0 for i# ],
4. P(A\B) = P(4) - P(ANB) for A,BC S,
5. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) for A,BC S.
A = A° &r komplementet till A C S, dvs. A= A°= S\ A= “allt i S forutom A”.
Bevis. 1. Eftersom AUA® =S och AN A° =0 ar
1 =.x0m 2 P(S) = P(AUAC) —axiom 3 P(A) =+ P(AC)

2. For A =S ar P(A) =axiom 2 1 sa att P(0) = P(A°) =1 1 —P(A4) =0.

3. Detta foljer genom upprepad anvandning av axiom 3 enligt

P(};lei) = P((ngz) UAn) =axiom 3 PCQAZ) +P(4,)=...= Ean(Ai)'
4. Eftersom

A= (ANB°)U(ANB) = (A\B)U(ANB) dir (A\B)N(ANB)=0
ir P(A) =axiom 3 P(A\ B) + P(ANB).



5. Eftersom AUB = (A\B)U B dar (A\B)NB =0 ar
P(AUB) uiom 3 P(A\ B) + P(B) =, P(4) ~ P(ANB) + P(B). a

Definition 2.3. Den betingade sannolikheten P(A|B) for hiandelsen A C S givet

(man vet) att héndelsen B C S intréffar ges av

P(ANB)

P(AIB) = 55

Den praktiska uppfattningen om tex. sannolikheten fa triss eller fyrtal i ess i poker-

giv d&ndras om man ser motspelare fa ett ess. Definitionen ovan reglerar detta i teorin.

Definition 2.4. Héndelserna A, B C S dr oberoende om P(ANB) = P(A) P(B).
Héndelserna Aj,..., A, C S &r oberoende om P(4,, N...NA,, ) =P(4,,) ...
P(A,,) for varje val av k € {2,...,n} stycken olika A,,,..., A,, bland dem.

I praktiken anvéandes ofta oberoende. Tex. kan man ténka att sannolikheten att en
bil ar en vit Volvo &r lika med sannolikheten att en bil ar vit ganger sannolikheten att

en bil ar en Volvo. Definitionen ovan reglerar detta i teorin.
Sats 2.5. For oberoende héndelser A, B C S ér P(A|B) = P(A).

Exempel 2.1. (Forrs.) For héndelserna A = “summan av tdrningarna > 10”
= {(4,6), (5,6),(6,6),(5,5),(6,5),(6,4)} och B = “forsta tdrningen visar 5’ =
{(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6)} ar enligt (1) P(A) = P(B) = 1/6 och
P(ANB) = P({(5,5),(5,6)}) = 1/18 # 1/36 = P(A) - P(B) sa att P(A|B) =
(1/18)/(1/6) =1/3 #1/6 = P(A). Alltsa &r A och B ej oberoende.

Sats 2.6. (BAYES FORMEL) For héndelser Ay, ..., A, C S sadana att 4;NA; =0
for i #j och AjU ... UA, =5 giller att

_ P(B|A)P(4) .
PR = Biplaypa) P

Bevis. Enligt definition 2.3 &r téljaren i Bayes formel lika med P(BNA;) = P(A;NB)

medan ndmnaren ar lika med

n
ZP(BmAj) —3 i sats 2.2 P(
j=1

i BmAj) :P(Bm(fjAj)) —P(BNS) = P(B).

J=1

7=1

Kvoten i Bayes formel &r alltsa lika med P(A; N B)/P(B) = P(A;|B). O



Exempel 2.2. Féljande fordelning av blodtyper géller:

41% har blodtyp A = héndelse A;
9% har blodtyp B = hindelse As
4% har blodtyp AB = hiindelse Az
46% har blodtyp O = héandelse Ay

Lat C vara héndelsen att en individ diagnostiseras ha blodtyp A. En diagnostise-

ringsmetod har féljande prestanda: sannolikheten diagnostiseras ha blodtyp A &r

88% om individen har blodtyp A = P(C|A4;)
4% om individen har blodtyp B = P(C|Az2)
10% om individen har blodtyp AB = P(C|A3)
4% om individen har blodtyp O = P(C|A4)

Vad ar sannolikheten att en individ diagnostiserad ha blodtyp A har blodtyp A?

Losning. Vi soker P(A;|C) som enligt Bayes formel kan beréiknas enligt

p(A )=  PCADPAY 0.88-0.41
' 1 P(ClAj)P(4;)  0.88-0.41+0.04-0.09 +0.10-0.04 + 0.04-0.46"




