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Kapitel 4. “Continuous Distributions”
Definition 4.1. En stokastisk variabel X &ar kontinuerlig om den har mer &n

upprékneligt odndligt manga (olika) mojliga varden.

Definition 4.2. Frekvensfuntionen f(z) = fx(x) for en kontinuerlig stokastisk

variabel X definieras fx(z) = Fi(z) = L Fx(x) [dir Fx(z) &r fordelningsfunk-

tionen enligt definition 3.4].

Sats 4.3. For en kontinuerlig stokastisk variabel X med frekvensfunktion fx(x) &r

1. fx(z) >0 for z €R,
2. Fy(z) = Zofx(y) dy for z € R,

5. Iy =1.

L P(a< X <b) = Fx(b)— Fx(a) = [ fx(y)dy for — oo <a<b< oo,
5. P(X€C) = [ fx(y)dy for og?R,

zeC
6. P(X=2)=0 for z € R.

Bevis. 1. Foljer av att fx(z) ar derivatan av en vixande funktion: Fx(y) = P(X <
y) SP(X < 2) = Fx() for y < =

2. Foljer av ta a = —oo och b =z i 4 eftersom Fx(—o0) = P(X < —o0) = 0.

3. Foljer av ta a = —oo0 och b = 00 i 4 eftersom P(—oco < X < o0) = 1.

4. Eftersom {X<b} N{X<a} ={X<a} f6r a < b ger 4 i sats 2.2 att
Pla<X<b)=P{X<b}\{X<a})=P(X<b)-P{X<b}n{X<a})= Fx(b)—Fx(a).
Den andra likheten f6ljer direkt av analysens huvudsats och definitionen av fx(z). O

Definition 4.4. Vintevérdet av en kontinuerlig stokastisk variabel X definieras

oo

p=px =EX)= [=fx()dr.

—0o0

Sats 4.5. For en kontinuerlig stokastisk variabel X och funktion h: R — R &r

E(h(X)) = ] hla) fx(a)da.



Sats 4.6. For tva kontinuerliga stokastiska variabler X och Y ar
1. E(cX) = cE(X) for en konstant ¢ € R,
2. EX+Y)=EX)+E(®Y).

Definition 3.9 av varians galler dven for kontinuerliga stokastiska variabler.

Sats 4.7. For tva kontinuerliga stokastiska variabler X och Y ar

I Var(X) = [ (2 — px)2fx (@) da,
2. Var(X) = B(X?) — (B(X))? = E(X?) — %,
3. Var(c X) = ¢* Var(X) for en konstant ¢ € R,

4. Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) om X och Y ar oberoende.

Definition 4.8. En stokastisk variabel X med méjliga varden [a, b] och frekvens-

funktion fx(x) =1/(b—a) for z € [a, b] ar likformigt fordelad Unila, b] 6ver [a, b].

Nér som ovan vardet for fy (z) endast anges i en viss region av z-virden underforstas

att fx(x) =0 for 6vrigt. “Uni” kommer fran engelskans “uniform”.

Exempel 4.1. For en Unila, b] stokastisk variabel X ar enligt 2 i sats 4.3

0 for x<a
Fx(z)= [ fy(y)dy=1< [ =2=2 for z € [a,b] -
1 for x>0
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Vidare maste E(X) = %"b vilket ocksa kan réknas ut:

o0 b = 22 b b2 _a2 a+b
_{OHTfX(w) dx :afmdx = [Z(bfa)]a = 20—a) 2 °

Nistan samma rikning ger att E(X?) = ?l)’?b:f) sa att slutligen enligt 2 i sats 4.7

3_g3 atb)2 b—a)?
Var(X) = é)(b—a) - (%) = ( 12) :



Definition 4.9. En stokastisk variabel X med mdjliga vérden [0, co) och frekvens-

funktion fx(z) = %e_w/ﬁ for x > 0 &r exponentialférdelad Exp ().

Exempel 4.2. For en Exp(f) stokastisk variabel X &r enligt 2 i sats 4.3

0 for <0

x (2) _{OfY(y) Yy [FePdy=1—-e" for z>0
0

Grafen av de flesta kontinuerliga fordelningsfunktioner ser ungefar likadana ut for

Ogat sa det ar ofta liten mening visa dem utan man plottar frekvensfunktionen:

f(x)

>

X

Den momentgenererande funktionen réknas enkelt ut mha. 1 i sats 4.7:

tX s tx T te 1 —x/B er(t—1/B) 700 1
mx(t)=E")= [e fX(:B)dzvzofe ze dx:[ o ]0 :0_ﬁ
—0o0

for t € [0,1/5). Har konvergerar integralen for mx () bara for vissa t-varden men
det viktiga &ar att 0 &r med bland dem och sa &ar det ju ovan.
Sats 3.12 om berdkna moment genom derivera mx (¢) ar sann dven for kontin-
uerliga stokastiska variabler (med oféréndrat bevis) vilket ger E(X) = m/y(0)
In[1]:= Simplify[D[(1/(1-beta*t),t]/.{t->0}]
Out[1]= beta
och E(X?) = m’%(0)
In[2]:= Simplify[D[D[1/(1-betaxt),t],t]/.{t->0}]
Out [2]= 2beta?

sa att enligt 2 i sats 4.7

Var(X) = E(X?) - (B(X))? = 62

Definition 4.10. En stokastisk variabel X med mojliga virden (—oo,00) och

e~3@=1%/7% 51 2 € R ir normalfordelad N(p, 0?).

frekvensfunktion fx(z)= Ts

Normalférdelning finns naturligt pga. foljande i statistikteori fundamentala resultat

som sager att summan av manga sma oberoende slumpmassiga bidrag ar normalt:



Sats 4.11. Om X;, Xo,... ar oberoende stokastiska variabler med gemensamt

véntevirde p och varians o2 dr Y (X; — p)/Vno? ~ N(0,1) da n — oo.

Exempel 4.3. For en N (u,0?) stokastisk variabel X ir enligt 2 i sats 4.3

xT

Fx(z)= [ fx(y)dy= [ \/1—267%(3/7“)2/02 dy for z € R.

2mo
—0o0

Numerisk berdkning av Fx (z) mha. tabell V i M&A diskuteras efter exemplet.

Frekvensfunktionen for en normalfordelad stokastisk variabel ar Gauss klockan:
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Mha. kvadratkomplettering i exponenten i andra integralen ses att

mX(t) = f etwa(CL') dr = f etm \/2;7 e—%(iﬂ—,u,)Q/o'Q dx

0o
— eut+%a2t2 f 1 efé(acfa'ztﬁu)z/o2 dr = e,utJr%Uzt2
—00

V2mo?

dér sista integralen &r 1 ty arean under en N (o2t + p,02) frekvensfunktion.

Nu beréknas E(X) = m/y(0)

In[3]:

Simplify [D[Exp [mu*t+sigma~2%t~2/2],t]/.{t->0}]
Out [3]

mu

och E(X?) = m’%(0)
In[4]:= Simplify[D[D[Exp[mu*t+sigma~2+t~2/2],t],t]/.{t->0}]
Out [4]= mu? + sigma?

sa att

Var(X) = E(X?) — (E(X))? = ¢°.

For lara rakna normalsannolikheter numeriskt mha. tabell V i M&A behovs féljande:

Definition 4.12. En N(0, 1) stokastisk variabel kallas standard normalférdelad.

Sats 4.13. Om X ir normal N (u,0?) dr (X — p)/o standard normal N (0, 1).

Bevis. Enligt exempel 4.3 &r



m(xpo(t) = Bl TRI7) = BlDX) 7 = iy (t/5) 7 = . = )2

som (enligt exempel 4.3) &r momentgenererande funktionen for N (0, 1). O

Exempel 4.4. Om X ar N(1,0.25) kan mha. sats 4.12 och tabell V beréknas

09-1 X-1 154-1
<05 )

05 ~ 05 = 05

- P(N (0,1)< 1'50%5_1> - P(N (0,1)< 0'3_;1) = 0.8599 — 0.4207.

P(0.9< X <1.54) = P<

Definition 4.14. En stokastisk variabel X med mdjliga virden (0,00) och

xafl

frekvensfunktion fx(z) = e /B for > 0 &r gamma fordelad.

_1
I(a)pe

Exempel 4.5. En gamma stokastisk variabel har momentgenererande funktion

7w@=Tthm=ﬁm@%ww%wwx

(1-pt) af 1/ﬁ )t) 20 e/ AN g = (1-pt)

dar sista integralen dr 1 eftersom arean under en gamma frekvensfunktion. Det

gar nu enkelt rikna ut E(X) = m’(0) = aB och E(X?) = m%(0) = a(a+1)5%

Definition 4.15. En stokastisk variabel X med mdjliga vérden (0,00) och

frekvensfunktion fy(z) = af z7~! e~ f5r > 0 ir Weibull fordelad.

Exempel 4.6. For en Weibull stokastisk variabel X ar E(X)
In[5]:= FullSimplify[Integrate [x*alpha*beta*x” (beta-1)*
Exp[-alpha*x~betal ,{x,0,Infinity},Assumptions->alpha>0&&beta>0]]
Out[5]= alpha~'/*'* Gammall +

peia
och E(X?)
In[6]:= FullSimplify[Integrate[x~2*alphaxbeta*x” (beta-1)*
Exp[-alpha*x~betal,{x,0,Infinity},Assumptions->alpha>0&&beta>0]]
Out[6]= alpha=2/%!" Gammal[l + ZEbea],
I matte ar ofta olikheter viktigare &n likheter och en viktig sannolikhetsolikhet ar

Sats 4.16. (TJEBYSJEVS OLIKHET) P(|X — pux| > kox) < 75 for k> 0.

Transformation av kontinuerlig stokastisk variabel. Om X &r en kontinuerlig stokastisk




variabel med frekvensfunktion fx(x) och g : R — R en deriverbar och strikt vixande

funktion, vilken frekvensfunktion far da Y = ¢g(X)? Svar:
Sats 4.17. fy(y) = fx(97*(v)) %g_l(y).

Bevis. Eftersom F% (X) = fx(z) dr mha. vanlig inre derivata

fr) =3 Pla(X)<y) = G PX<g7 (1) = 3 Fx(97' ) = fx(g™' W) zro~'(v)- 0

Exempel 4.7. Om X #r Uni[0, 4] och g(z) = (z—3)? vad blir frekvensfunktionen
fy(y) for Y = g(X)?

Losning. Notera att grafen av g(z) ar en parabel

1

e

,,,,,,

sa g ar ej monoton och sats 4.17 kan ej anvandas. Istéllet berdknar vi
P(Y <y)=P((X -3)°<y) =P(—/y < X -3<y)
=PB - <X <3+y)
=B+ Vy)/4-B-Vy)/i=Vy/2
for y € [0,1] sa fy(y) = 1/(4\/y) for y € [0, 1], medan
PY<y=3+P(-/y<X-3<0)=3+PB—-y<X<3)=3+y/4

for y € (1,9] sa fy(y) = 1/(8\/y) for y € (1,9].

Simulering av kontinuerlig stokastisk variabel. Hur gér man en observation av en

kontinuerlig stokastisk variabel X med fordelningsfunktion F'x(x) i dator? Svar:
Sats 4.18. Tag en stokastisk variabel ¢ som #r Uni[0, 1] och sitt X = Fy*(€).

Bevis. Enligt exempel 4.1 ar

P(X < 2) = P(F5'(¢) < 2) = P(¢ < Fx(x)) = Fe(Fx(2)) = Fx(a). =

6



Exempel 4.8. Hur simulerar man en stokastisk variabel X som &r Exp(3)7

Losning. Eftersom enligt exempel 4.2 Fy(z) = 1 — e~*/P som #&r lika med y for

z = —BIn(1—y) = Fx'(y) blir receptet X = Fy.'(¢) = —BIn(1—¢).

Tillforlitlighetsteori. En systemkomponent haller en kontinuerlig stokastisk tid 7" > 0.

Definition 4.19. Overlevnadsfunktionen (“reliability function” i M&A) &r

Rr(t) =P(T >t)=1— Fr(t) for t>0.

Definition 4.20. Felintensiteten (engelska “hazard rate”) ar

pr(t) = fr(t)/Rr(t) = fr(t)/(1 - Fr(t)) = =% In[l = Fr(t)] for t >0.
Sats 4.21. pr(t) = iitxﬁ)AitP(Te [t,t+At]|T >t).

Bevis. Eftersom fr(t) &r derivatan av Frp(t) ger 4 i sats 4.3 tillsammans med definitio-
nen av betingad sannolikhet att
.1 . P(Telt,t+At], T>1)
lim — P(Te[t,t+At] | T>t) =1
A A P AT =0 = i = AP > 0

Frt+At)—Fr(t)  fr(t)
At10 TAt(l—FT(;) a 1—7;7T(75) =erlt) -

¢
Sats 4.22. Ry (t) = exp(— [ pr(s)ds).
0
Bevis. Eftersom 7' >0 ar Fr(0) = 0 sa att
(

exp(—({tpT(s) ds) = exp(—oft% ds) = exp([ln(l—FT(s))]g) =1-Fp(t). O

Exempel 4.9. Ett klassiskt exempel pa en felintensitet anvand i teknik mm. ar

The Bathtub Curve

Hypothetical Failure Rate versus Time
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Weibull férdelning anvéndes mycket i tillforlitlighet och fér den ar

¢ ¢
Fr(t)= [ fr(t)dz = [ap P lem o’ qp =1-c7" = pr(t) =...=aft’ L
—o0 0



Vi studerar tillforlitlighetssystem byggda av tva grundkopplingar: seriekoppling

[

A ; I ’ | J 2

o

som fungerar da alla ingdende komponenterna fungerar och parallellkoppling

som fungerar da minst en av komponenterna fungerar. I dessa kopplingar forutsattes

ingaende komponenternas livslangder 71, ..., T, vara oberoende (stokastiska variabler).
Sats 4.23. Seriekoppling har 6verlevnadsfunktion Rr, (t)... Ry, ().

Bevis. P(T'>t) = P(min(Th,...,T,)>t) = P(T1>t,..., T,>t) = Rp,(t) ... Ry, (t). O
Sats 4.24. Parallellkoppling har 6verlevnadsfunktion 1—(1—Rqp, (¢)) ... (1-Rqg, (t)).

Bevis. Om parallellkopplingens livsldngd betecknas T &r pga. oberoende for 17, ...,7T,
P(T > t) = P(max(Th,...,T,) > t)
=1—Pmax(Ty,...,T,) <1t)

=1-P(I1<t)..P(T, <t)=1—Fr(t)...Fr,(t). O

Exempel 4.10. Tillforlitlighetssystemet

med livslangd T kan analyseras som seriekopplingen

Th 4

Te

som enligt sats 4.23 har tillforlitlighetsfunktion
Ry(t) = Ry, (t) Rry (t)
déar T4 och Ty ar livsldngder for parallellkopplingar for vilka enligt sats 4.24
Ry, (t) =1— Fp (t)Fp,(t) och Ry, (t) =1— Fp,(t)Fr, (t) Fry(t).



Varje bygge av serie- och parallellkopplingar kan analyseras analogt exempel 4.10.

Poisson process. En Poisson process med parameter eller intensitet (engelska “in-

tensity” eller “rate”) A > 0 &r ett stokastiskt tidsférlopp X (¢), t > 0, dvs. for varje reell

tid ¢ > 0 finns ett stokastiskt Poisson process véirde X (¢). Vidare géller att:

2. X (t) okar varde med en enhet i taget, dvs. det finns stokastiska tider 0 = Wy <
Wy < Wy < ...sadana att X(t) =i for t € [W;, W) for i =0,1,2,...,

3. tiden mellan (enhets-) “hopp” So = Wi, S1 = Wo—W1, So = W3—Ws, ... [dvs. de
tider X (¢) befinner sig pa sina olika méjliga virden ¢ = 0, 1,2, ... innan den byter

till ndsta virde ¢ + 1] &r oberoende exponentialfordelade med parameter 5 = 1/\.

Egenskaperna ovan &r definierande eftersom de ar tillracklig information for kunna

tillverka observationer av processen i dator. Och de far foljande principiella utseende:

X(1)

3 o—
|
|
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|
1
1 o—
1
|
0 - Py &

Nér man ritar sadan bild menas att man forst utfor alla slumpexperiment och reg-
istrerar deras utfall sa alla inblandade stokastiska variablers varde kan bestdmmas och

sedan anviander man dem till att fabricera och plotta processen enligt receptet ovan.

Sats 4.25. X (t) — X (s) ar Poisson fordelad med parameter A (t —s) for 0 < s <t

sa speciellt X (¢) ar Poisson fordelad med parameter At.

Exempel 4.11. Om man med boérjan tiden ¢ = 0 registrerar det (stokastiska)

totala antalet bilar X (¢) som har passerat pa en vég till tiden ¢ for ¢ > 0 ar det

allmént accepterat att X (¢) vél 6verensstémmer med en Poisson process.
Samma sak om man vid tiden ¢ = 0 borjar registrera det totala antalet ra-

dioaktiva sonderfall X (¢) till tiden ¢ for ¢t > 0 for ett radioaktivt preparat.



