MVE090 LP4 2021 Forelasning 7-8

Kapitel 5. “Joint Distributions”

Definition 5.1. Om X och Y ar diskreta stokastiska variabler definieras deras

gemensamma frekvensfunktion (engelska “joint probability density function”) som

fxy(@y) =P(X =2,V =y) = P(X =z} N{Y =y}).

Sats 5.2. For diskreta variabler X och Y med frekvensfunktion fx y(z,y) ar

L. fxy(z,y) >0,
2. Y Y fxy(zy =1,

alla z alla y

3. P(X,Y)e0)= 3 fxyl(ay) for C CR?

alla (z,y)eC

4. fx(x)= > fxy(x,y) och fy(y)= > fxy(z,y).

alla y alla x

Definition 5.3. Om X och Y ar stokastiska variabler definieras deras gemensam-

ma fordelningsfunktion (engelska “joint cummulative distribution function”) som

Fxy(z,y) =P(X <z,Y <y)=P{X <z}n{Y <y}) foralla z,y.

Definition 5.4. Om X och Y ar kontinuerliga stokastiska variabler definieras de-

ras gemensamma frekvensfunktion (engelska “joint probability density function”)
2

Ixy(z,y) = 920y Fxy(z,y) foralla z,y.

Sats 5.5. For tva kontinuerliga variabler X och Y ar

1. fX,Y(xay) > 07
oo

2. [ [ fxv(z,y)dady =1,
-0 —O0

3. Fxy(z,y)= [ Ufy Ix,y (u,v) dudv,

U=—0 V=—0O

4. P(a <X <be<gY < d) = FX7y(b, d)—F)@y(b, C)—FX’y(a, d)—i—FX,y(a,C),

5. P(X,Y)e )= [[ fxy(z,y)dady for C CR?,

(z,y)eC
6. Fxy(—00,y)=Fxy(z,—00) =0, Fxy(x,00)=Fx(x) och Fxy(c0,y)=Fy(y),
7. fx(x) Z_OfOfX,Y(ﬂ%y) dy och fy(y)= TfX,Y(%y) dz.

—00



Man kan i allménhet ej berékna fx y(z,y) med kdnnedom om fx(z) och fy(y)!

Definition 5.6. Tva stokastiska variabler X och Y ar oberoende om

P(X €AY eB) =P(Xc AP cB) foralla A, BCR.

Sats 5.7. Tva stokastiska variabler X och Y ar oberoende om och endast om

fX,Y(xvy) = fX(l')fY(y) for alla z,y.

Bevis. (KONTINUERLIGT) Om fxy(z,y) = fx(z)fy(y) ger 5 i satserna 4.3 och 5.5 att
P(XeAYeB)= [ [ fxy(z,y)dedy= [ [ fx(z)fy(y)dedy=P(XcA)P(YEB).
r€AyYEB z€AyeB

Om omvént X och Y &r oberoende &r enligt definitionerna 5.3-5.4, 5.6 och 4.2

H? H?
= P(X < Y < =
fX,Y(xu y) 920y ( ST, s y)

P(X<z)P(Y <y) = fx(@)fr(y). O

Exempel 5.1. Lat X och Y vara kontinuerliga med fxy(z,y) = ¢/x for 27 <
y < x < 33 for ett ¢ > 0. Bestéam ¢, fx(z) och fy(y). Ar X och Y oberoende?

Losning. Konstanten ¢ bestdms mha. 2 i sats 5.5:

[ Ie’s) r=33 y=x x=33
1= [ [fxy@y)dedy= [ [ Sdady=c [ (1-2)de=c(6-27In(52)).
—00 —00 =27 y=27 =27
Enligt 7 i sats 5.5 &r vidare
o0 y=x
fx(@) = [ fxy(@zy)dy= [ Sdy=c(1-2) for =€ [27,33],
—00 y=27
00 =33
)= [ fxy(xyde= [ Sdo= cln(%) for y € [27,33].
—00 =y

Eftersom fxy(x,y) # fx(z)fy(y) & X och Y enligt sats 5.7 ¢j oberoende.

Exempel 5.2. Berékna P(X > Y) for X och Y oberoende med X standard

normalférdelad och Y exponentialférdelad med parameter 1.

Losning. Eftersom enligt sats 5.7 och definitionerna 4.9-4.11

Py (@,y) = fx(@)frly) = Jz e e for 2 €R och y >0

och hiindelsen {X > Y} betyder att (X,Y) € {(z,y) €ER? : x>y} ger 5i sats 5.5

P(X>Y)= I \/% e "2 eV dydy = —2*/2 (1 —e™7) da.

f# e
{(z,y)€R2 : z>y>0} 0 V2r

'Notera de konstiga siffrorna — en matematiker hade valt 0 <y < z < 1.



Sats 5.8. For tva stokastiska variabler X och Y och en funktion h : R?2 — R &r

> > h(z,y)fxy(z,y) for X och Y diskreta

alla z alla y
o o0 N
[ [ h(z,y)fxy(x,y)dedy f6r X och Y kontinuerliga

—00 —00

E(h(X,Y)) =

Exempel 5.1. (FORTs.) For berikna E(X) kan det tidigare gjorda utnyttjas:

E(X) = T:zfx(x)da: = 1733:66(1 — 2;7)daz =...=18c
—00 =27

Men om detta varit ogjort kunde istéllet sats 5.8 med h(z,y) = z anvénts:

oo 0o y=33 x=33
E(X) = f f hzx,y)fxy(z,y)dedy = f f rsdrdy=...=18c.
—00 —00 y=27 r=y
Sats 5.9. For stokastiska variabler X1, ..., X, och reella tal a1, ..., a, ar

E(élaka) = ]{élak E(X%)

Definition 5.10. Kovariansen mellan tva stokastiska variabler X och Y definieras

Cov(X,Y) = E((X — ux)(Y — py)).

Notera det triviala men dnda viktiga faktumet att Var(X) = Cov(X, X).

Kovariansen ar ett basalt matt pa hur mycket X och Y beror av varandra. For veta

vad som ar stort eller litet beroende normaliseras kovariansen till korrelationskoefficient:

Definition 5.11. Korrelationskoefficienten for tva variabler X och Y definieras
Cov(X,Y)
XY = .
v/ Var(X),/Var(Y)

Sats 5.12. ]pr] < 1 med likhet om och endast om X och Y ar linjart beroende.
Definition 5.13. Om Cov(X,Y) = 0 séges X och Y vara okorrelerade.

Sats 5.14. Om X och Y ar oberoende ar de okorrelerade.

Bevis. (KONTINUERLIGT) Enligt sats 5.7 och 5.8 (samt definition 4.4) &r

Cov(X,Y) = T }O (. —px) (y—py)fxy(z,y) dedy

= ([ @=pfx@de) (] (w—nr) i w)dy)

= (B(X) — pux) (E(Y) —py)=0-0=0.



Sats 5.15. For stokastiska variabler {X;},, {Y;}7_; och tal {a;}]",, {b;}]_; &r

m n m n
1. COV(ZaiXi, Z%Y}) = Z Eaibj COV(Xi,}/j),
i=1 j=1 i=1j=1
m m o m
2. Var(ZaiXZ) = Z Zaiaj COV(XZ',X]'),
i=1 i=1j=1
m m
3. Var<ZaiX,~> = Y a?Var(X;) om Xi,..., X, ir okorrelerade.

Il
-
<
hal

(2

Definition 5.16. Tva diskreta variabler X och Y har betingad frekvensfunktion

fxiy (zly) = fxpy(2) =P(X =2y =y) = P()i’(:Yx’:Y;J): o fxfi((z)y)

Beteckningen fx|y(z|y) dr den giingse anviinda medan M&A anvénder fx, (z).
Betingade frekvensfunktionen fx|y(x|y) uppfyller reglerna 1-2 i sats 3.5 och ar en

annan frekvensfunktion for X &n fx(x) dir hansyn tagits till informationen Y = y.

Sats 5.17. (TOTAL SANNOLIKHET) For diskreta variabler X och Y och C CR é&r

P(XeClY =y) = Zcfxw(w\y) och P(XeC)= HE P(X e ClY =y)fy(y).
x€ alla y

Bevis. Da héndelsen {X € C,Y = y} betyder (X,Y) € C x {y} ar enligt 5 i sats 5.5

Px €01y =) = Eopiyr et = G = gty

som i sin tur mha. definition 5.16 och 4 i sats 5.2 (samt 3 i sats 3.5) ger att

S PXeC)Y =pfr(y) = ¥ (X faraly) i)

alla y alla y ~zeC
= > (2 fxr(@y) = X fx(@) =P(XeC). D
zeC talla y zeC

Definition 5.18. For diskreta variabler X och Y definieras betingat vantevéarde

EX|Y =y) = X = fxyy(zly).

alla x

Sats 5.19. (TOTALT VANTEVARDE) For diskreta variabler X och Y é&r

E(X)= Y EXY =y)fr(y).

alla y

Bevis. Enligt definitionerna 5.16 och 5.18 samt 4 i sats 5.2 ar

S BXY =)= ¥ (X 2 fayaly) @)

alla y alla y talla x
= Yo frv@y) = T ofx@)=BX). O
allaz “allay alla



Exempel 5.3. Finn E(X|Y =/) {or en diskret stokastisk variabel (X,Y") med

(k+0 XN oy

fxy(k,l) = I (@) e

for k,0=0,1,2,... och fxy(k,{)=0 fo.

Losning. Berdkna fy () mha. 4 i sats 5.2:

In[1]:= £Y[1]=Sum[£fXY[k,1],{k,0,Infinity}]

e—lambda [ympda! =1 (I+lambda)

Out[1]= 270

Rékna nu ut E(X|Y =) enligt definition 5.18:

In[2]:= Sum[k*fXY[k,11/£fY[1],{k,0,Infinity}]

_ lambda+llambda+lambda?
Out [2]= I+lambda

Definition 5.20. Kontinuerliga variabler X och Y har betingad frekvensfunktion

ﬁymw=ﬁmu%f%§$”.

Definition 5.21. For kontinuerliga X och Y och C' C R definieras

P(XEO =y)= [ fxp(al)ds och B(X|Y =)= [ afxy (aly) de.
xe —00

E(X|Y =y) betecknas dven p x|y och kallas regressionskurvan av X pa Y.

Sats 5.22. (TOTAL SANNOLIKHET OCH TOTALT VANTEVARDE) For kontin-

uerliga X och Y och C CR ar

PMGCFifPMECW:wh@MyOm WXF:?HXW:wh@My

—00

Exempel 5.4. Finn E(X|Y =y) for en kontinuerlig stokastisk variabel (X,Y") med

fxy(z,y)=1/x for 0<y<xz<1l och fxy(z,y)=0 {o.

Losning. Berdkna fy (y) mha. 7 i sats 5.5:
In[3]:= fY[yl=Integrate[f[x,y],{x,y,1}]
Out [3]= —Log[y]

Rékna nu ut E(X|Y =y) enligt definition 5.21:
In[4]:= Integrate[x*fXY[x,y]l/fY[y]l,{x,y,1}]

Out[4]= —i;gy[y}




Sats 5.23. Lat X och Y vara kontinuerliga stokastiska variabler med frekvens-

funktion fxy(z,y). Om g1, g2, h1, ho : R2? — R &r funktioner sadana att
(u,v) = (91(z, ), 92(2,9)) & (2,y) = (h(uw,v), hao(u,v)) for z,y,u,v €R

har de stokastiska variablerna U = ¢1(X,Y) och V = g5(X,Y") frekvensfunktion

Ohi(u,v) Ohi(u,w)

foy(u,v) = fx.y (hi(u,v), ha(u, v)) ahj(?:’v) ahf(i,v) for (u,v) € R?.
ou ov

Bevis. Foljer av formeln for variabelbyte i dubbelintegral:

{(z,y)€R?:(g1(2,y),92(2,y))€C}

[y =]

dudv]

ahl (uvv) ahl (’U,,U)

= f f fxy (hi(u,v), ha(u,v)) u v dudv.

{(u,v)ER2:(u,w)eC} 78}126(5’1}) 78}1%(;1,11)

Exempel 5.5. Om X och Y dr obereonde och Unil0, 2] respektive Unil0, 3] &r
enligt definition 4.8 och sats 5.7 fxy(z,y) =1/6. Om
blir

(X,Y) = ((U+V)/2,(V=U)/2) = (ha(U, V), h2(U, V)

s& att sats 5.23 enkelt ger

9 utv 9 utv 1 1
B utv v—uy |Ou 2 v 2 | _ 1| 3 3 |_ 1
fov(u,v) = fxy(*3%, %5%) Dv—u Dw—u| O|_1 1| I
ou 2 ov 2 2 2

I figurerna nedan stulna fran M&A visas definitionsomradena 0 <x <2,0<y <3

for fxy(z,y) och0<u+v<4,0<v—u<6 or fyy(u,v):

|
|
‘.
Ly +u=4
0.3) 23) (-3.3) Rt v i
|

I
I
I
|
I
I
(0,0) (2,0) -3 0 2



