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1 Simulering, transformering och nagra nya fordelningar

I Matlabs Statistics Toolbox finns firdiga kommandon for att generera stokastiska
variabler enligt de flesta sannolikhetsfordelingar vi stott pa. Darfor kan de Gvningar
som nu foljer upplevas som omotiverade, men kunskapen om hur man trans-
formerar slumptal av en viss fordelning till en annan, 6nskad, fordelning &r inte
bara av praktiskt utan ocksa av teoretiskt intresse.

Antag att F} och F3 dr tva fordelningsfunktioner. For enkelhets skull antar vi
till en borjan att F och F; dr stringt viaxande, vilket betyder att de dr inverterbara.
Antag nu att X ir en stokastisk variabel som ir fordelad enligt F. Hur kan vi
transformera X sa att transformen far F;, som fordelning? Svaret ges av

Proposition 1.1 Om X ~ F, géller attY = F; ' (F (X)) ~ F.
Att detta dr sant ser vi av att
B(Y <y) = P(F(X)<Fy) =P (X < T (FB®)
= F1(F1_1(F2(y )) = FQ(?J)-

Ett specialfall av detta ér att om X ~ 1ikf[0, 1], sd dr F~1(X) ~ F. Detta ér in-
tressant eftersom datorgenerering av slumptal brukar utga fran likformig férdelning.
I Matlab genererar man ett likf[0, 1]-fordelat slumptal genom
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>unifrnd (0, 1)

Prova nu att generera en vektor x med 1000 sadana slumptal och askadliggor
dem pé olika sitt, genom att plotta ett histogram och plotta den empiriska fordelningsfunktionen’
Hér kommer kommandona hist och cdfplot till pass.

Prova sedan att simulera enligt exponentialfordelning och normalfordelning
for nagra olika parametrar, genom att transformera x enligt ovan. Normalfoérdelningens
fordelningsfunktion dr svar att invertera explicit, sa till sin hjdlp kan man ta kom-
mandot norminv. Leta nu ocksa upp kommandona som genererar direkt enligt
dessa fordelningar och jamfor, t.ex. genom att plotta de empiriska fordelningsfunktionerna
i samma figur, eller de i storleksordning sorterade datavektorerna i samma figur.
(Sorterar vektorer gor man med kommandot sort.)

Obs. Matlab parametriserar exponentialférdelningen med véntevirdet, dvs
1/

Nir F) och/eller F5 inte dr inverterbara, t.ex. om de svarar mot diskreta foérdelningar,
blir transformering aningen svarare, men bara marginellt eftersom man da istillet
kan anvinda sig av generaliserade inverser. Den generaliserade inversen till en
fordelningsfunktion F’' ges av

F(y) = inf{x: F(x) > y}.

Eftersom F ir hogerkontinuerlig giller att F'(F(y)) = y for alla y, si propositio-
nen ovan gar igenom rakt av med inverser ersatta av generaliserade inverser.

Eftersom diskreta stokastiska variabler har fordelningsfunktioner pa trapp-
stegsform, &dr deras generaliserade inverser oftast knoliga att uttrycka. Som tur
ar har Matlab funktioner for generaliserade inverser till de vanligaste diskreta
fordelningsfunktionerna. Din uppgift blir nu att finna dessa for binomialfordelning,
geometrisk fordelning och Poissonfordelning och att transformera om x till dessa.
Prova nagra olika parametervirden. Finn ocksa Matlabfunktionerna for att direkt
generera stokastiska variabler med dessa fordelningar och jamfor med vad du fick
m.hj.a. de generaliserade inverserna.

Nu ar det dags att ldra nagra nya kontinuerliga fordelningar: gamma, lognor-
mal, x2, Weibull och Gumbel.

'Om z1, s, ..., x, ir ett datamaterial, t.ex. ett stickprov p& ndgon stokastisk variabel, ges den
empiriska fordelningsfunktionen till datamaterialet av fordelningsfunktionen till den stokastiska
variabel Z for vilken P(Z = x) = 1/nforallak =1,...,n.



Definition 1.2 En stokastisk variabel X sdgs vara gammafordelad med parame-
trara > 0 och A > 0, X ~ I'(«a, \), om den har tithetsfunktionen

1
flz) = E)xaxafle’)‘x, >0

diir C dr den normaliserande konstanten T'(cr) == [~ e~"t*~1dt

Om « dr ett positivt heltal dr det litt att berikna att I'(a) = (o — 1)!. Notera
att med o = 1 far man tdtheten for en exponentialfordelad stokastisk variabel, dvs

X ~T(1,N) & X ~exp(A).

Faktum &r att om X, Xs, ..., X, dr oberoende och exp(\)-fordelade, giller att

D X~ T(n, ). (1)
k=1

Ta nu som uppgift att bevisa (1) m.hj.a. induktion. En omedelbar konsekvens
av (1) ar att tiden till den n:te impulsen i en Poissonprocess med intensitet A dr
['(n, A)-fordelad. Eftersom véntevirde och varians av en exp(\)-fordelad stokastisk
variabel dr 1/ respektive 1/)?, dr motsvarande for en I'(n, \)-variabel n/\ re-
spektive n/A? och det &r inte svart att tro pa att, allmént,

«

X ~T(a,\) = E[X] = <, Var[X] = o

A

Notera ocksa att centrala gransvirdessatsen ger att da n dr stort, dr ['(n, A) mycket
nidra N(n/\, (v/n/\)?).

Generera nu ['(4, 1)-fordelade slumptal pa tre olika sitt: transformera x med
gaminv, addera fyra exp(1)-slumptal och genom att anvinda gamrnd. Forsok
ocksa med simulering approximera sannolikheten att den tredje impulsen i en
Poissonprocess med intensitet 2 kommer efter tid 2.4. Kolla ocksa att du kan
generera ['(«, 1) dven da « inte ér ett heltal, t.ex. ['(2.47,1).

Tack vare den centrala griansvirdessatsen dr det rimligt att anta att manga
naturligt forekommande storheter dr normalfordelade. I vissa situationer dr det
dock uppenbart orimligt att gora ett sadant antagande. Framforallt sker detta i
vissa, men langtifran alla, situationer da man vet att den studerade storheten adr
positiv. Eftersom alla normalférdelningar har sitt stod pa hela den reella linjen,
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kan inte en sadan storhet vara exakt normalfordelad. Ta till exempel den lingd
en son till en mor med given lingd kommer att fa i vuxen alder. Om mam-
man ir, sdg, 170 cm kanske sonens forvintade lingd dr 184 cm med en stan-
dardavvikelse pa 6 cm. Eftersom sonens lingd naturligtvis &dr positiv, kan ett
normalfordelningsantagande alltsa inte vara exakt ritt. I detta fall ligger dock
nollan mer dn 28 standardavvikelser under vintevirdet, sa att 4ven om vi antar
normalfordelning, kommer felet orsakat av risken att den antagna storheten blir
negativ att bli ohyggligt litet. I det hir fallet dr det alltsa (av det skilet) ingen fara
att modellera sonens lingd med en normalfordelning dven om vi vet att det inte
kan vara exakt ritt.

Titta nu istéllet pa foljande: en patient tar 75 mg av en viss medicin och man
miter sedan blodkoncentrationen X av det verksamma dmnet 2 timmar efterat.
Det ar vil ként att upptaget av mediciner kan variera sd mycket mellan olika pa-
tienter att man mycket vl kan ha t.ex. E[X| = 120 (ng/ml), samtidigt som stan-
dardavvikelsen dr 80 och nollan &r bara 1.5 standardavvikelser fran vintevirdet.
Da blir felet med ett normalférdelningsantagandet alltfor stort. I sadana situa-
tioner brukar man istillet anta att logaritmen av X dr normalférdelad, dvs att X
gdr att skriva som X = e¥ dir Y #dr normalférdelad.

Definition 1.3 Lit Y ~ N(u,0?) och X = e¥. Dd siger man att X dr lognor-
malfordelad med parametrar . och 02, X ~ logN(p, 0?).

Observera att det infe ér sant att X ~ logN(p, 0?) = E[X] = e#; faktum dr
att E[X] > e (om inte 02 = 0). Om o << || ér skillnaden dock mycket liten.
Man kan fraga sig om man inte alltid borde logaritmera positiva storheter innan
man antar normalfordelning, som t.ex. sonens lingd ovan. Svaret dr: visst, det
kan man absolut gora, men om o << g blir skillnaden sa liten att det knappast
ar vart besviret! (Noga taget sdger detta alltsa att ibland ar det rimligt att anta att
bide X och log X ir normalférdelade. Ar inte detta en motsigelse? Jo, bida kan
inte vara exakt normalfordelade, men i praktiken &r, om ¢ << |u|, bada vildigt
néra normalfordelade.

Uppgift: Finn Matlabfunktionen som genererar lognormalfordelade slump-
tal direkt och kontrollera att du far samma resultat som om du genererar nor-
malfordelade Y:n och sedan bildar ¢¥. Om X ~ logN(0, 1), vad ser det ut som
att E[X] kan vara? Visst verkar det bli storre dn ¢%?

En annan fordelning som uppstér ur normalfordelningen ir y2-férdelningen.



Definition 1.4 Lat 7y, Zs, ..., Z, vara oberoende och N(0, 1)-fordelade och bilda

X=) 7}
k=1
Man séiger att X dr x*-fordelad med n frihetsgrader och skriver X ~ x2.

Det foljer omedelbart att om X7, . .., X,, dr oberoende och N(u, 0?) sa giller

att
D (X — p)? 2
P ~ Xn-
Eftersom Z ~ N(0,1) = E[Z?] = 1, ser vi att E[X]| = n d& X ~ x2. Variansen
ges av Var[X] = 2n (kan du gora denna berikning?).
Faktum ir, kanske dverraskande, att y?-férdelningen ir ett specialfall av gam-
mafordelningen:

X~ X2 e X ~T(n/2,1/2).

Speciellt giller alltsa att om 7, Z5 dr oberoende och standardnormalfordelade, sa
ar Z2 + Z3 ~ exp(1/2). Bevisa detta. Anvind sedan resultatet till att generera
standardnormalfordelade slumptal m.hj.a. exponentialférdelningen. Tips: Se Z;
och Z, som koordinater for en vektor (7, Z5) och se pa vektorns polér koordi-
nater R och 6. Vad du just bevisade siiger R? ~ exp(1/2). Man kan ocksa visa
att R och @ #r oberoende och att 6 ~ 1ikf[0, 27]. Nu kan du simluera R och 6 och
uttrycka Z; i termer av dessa.

Ett annat mycket intressant faktum &r

Proposition 1.5 Om X, ..., X,, dr oberoende och N(u,c?) och vi som vanligt
later
1 n
2 2
= X —X
s n—1 ;( F )

sa gdller att

Vi bevisar inte detta. Simulera for att overtyga dig sjédlv. Tag t.ex. n = 10, up-
prepa 1000 ggr och jamfor med 1000 observationer av 1000 observationer gener-
arade av chi2rnd. Att berdkna stickprovsvariansen for en datavektor dr enkelt:
anvind bara kommandot var.



2 Felintensiteter, fordelningsplottar och nagra fordelningar
till

Lat f vara tdthetsfunktionen till en kontinuerlig stokastisk variabel X > 0. Minns
att en tolkning av f dr att om h > 0 dr ett mycket litet tal, giller att P(X €
(x,x+h)) = hf(z)). LitG(z) =1— F(z) = P(X > ).

Det giller att

P(X € (z,x+h)) _ hf(:z:)

P(X € (z,x 4+ h)|X >z) = G ~ @)

Man kan alltsa tolka kvoten till hoger som en intensitet for att “do i ndsta 6gonblick
givet att man 6verlevt tills nu”. Dirfor dr det inte ologiskt att man kallar den for
X:s felintensitet eller dodsintensitet.

Definition 2.1 Felintensiteten for X ges av

_ f@)
r(z) = G)

Notera att om man kinner till 7 sa kan man berdkna GG (och didrmed hela X:s
fordelning), eftersom r(z) = —G'(z)/G(x) = —(d/dz)In G(x), vilket medfor

6to) = exo (— [ 0.

Antag att X har konstant felintensitet, \. D& far vi G(z) = e %, dvs X ~
exp(A). Detta dr ingen verraskning, eftersom vi kdnner exponentialfordelningen
som en livslingdsfordelning for saker som inte aldras. Detta antagande ir ofta
rimligt om man talar om t.ex. elektriska komponenter, men naturligtvis orimligt
om man t.ex. talar om livslangder for ménniskor eller djur. Det visar sig ocksa
ofta orimligt om man har att géra med data som &r extremvérden av nagot slag,
t.ex. manadens hogsta vattenstand eller kraftigaste vind. Vi ska se exempel pa
bada och borjar med det sistnimnda. Ladda ner filen atlantic.dat, som
innehaller dkta data i form 582 s.k. signifikanta vaghojder uppmitta i Atlanten.
Den signifikanta vighojden definieras som medelvirdet av den hogsta tredjedelen
av vagorna. Data registeras 14 ggr per manad. Laddar ner gor du till exem-
pel genom att skriva y=1oad ( atlantic.dat’) och far da data i vektorn
y. Anvind dessa data till att skatta felintensiteten som funktion av signifikant
vaghojd. Detta kan man t.ex. gora med foljande tva kommandorader
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for 1=1:100, G(i)=length(y(y>0.12%1))/582;, end
for i=1:99, r(i)=(G(i)-G(i+1))/(0.12%G(i));, end

Hir har vi delat in intervallet [0, 12] i hundra lika delar och forst skattat G/(z) =
1 — F(z) och sedan f(z)/G(x). Plotta detta och se hur det ser ut. Verkar felin-
tensiteten vara vixande eller avtagande eller varken eller?

Definition 2.2 Den stokastiska variabeln X > 0 sdgs ha en Weibullfordelning
med formparameter k och skalparameter \, X ~ Wbl(k, \) om dess fordelningsfunktion,
F, ges av

Fz)=1—¢ ™" z>0.

Genom att derivera ser vi att om X ~ Wbl(k, ), dr
fl@) = kA(Ax)" ! exp(—(Ax)").

och att r(z) = kA(Ax)*~1, dvs felintensiteten 4r polynomiellt beroende av tiden.
Prova nu att testa dina skattade felintensiteter fran Atlantdata mot Weibullférdelingen
for de parametrar som passar bist till data. Anvind funktionen wblfit for att
finna bésta £ och \. Var observant pa att Matlab parametriserar annorlunda 4n vi;
vart (k, \) svarar mot (1/A, k) i Matlab.

Det du far bor inte se alltfor illa ut, forutom att den skattade felintensiteten blir
sa vild att det &dr véldigt svart att sdga hur bra anpassningen &r. Detta dr ganska
typiskt for skattade felintensiteter, sa i sjdlva verket &r en jamforelse av felinten-
siteter inte ett bra sétt att se om ett stickprov kommer fran en viss fordelning.

Ett bittre sitt dr att jimfora den empiriska fordelningsfunktionen for data
mot fordelningsfuntionen for den referensférdelning man vill jimfora (i detta fall
Weibull) med med de bésta parametrarna. Detta kan man t.ex. géra genom att
generera ett stickprov fran referensfordelningen och jamfora med data, sd som du
redan gjort ovan vid ett flertal tillfillen. Gor detta for Atlantdata och plotta i
samma figur med cdfplot. Betydligt tydligare, eller hur?

Annu bittre dr dock att jimfora direkt med fordelningsunktionen for refer-
ensfordelningen. Ett speciellt sétt att gora det dr att gora fordelningsplot av
data. Detta betyder att man plottar den empiriska fordelningsfunktionen for data
i ett diagram, ddr axlarna skalas sa att om data vél overensstimmer med refer-
ensfordelingen, sa kommer de att hamna néra en rit linje i figuren. Sadana plot-
funktioner finns i Matlab for att jamfora med en nagra olika fordelningar. I detta
fall ska det alltsa goras en Weibullplot och kommandot 4r wolplot. Du bor se
att Overensstimmelsen dr hyfsad, men att det anda blir tydligt fel i svansarna.
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Definition 2.3 Man sdiger att X dr Gumbelfordelad med skalparameter a och
ligesparameter b, X ~ Gumb(a,b), om

F(z) = exp(—e~@V/9) 2 e R.

Prova att testa Atlantdata mot Gumbelfordelningen pa samma sitt som for
Weibull, genom att dels jamfora med simulerade data frain Gumbelférdelningen,
dels gire en Gumbelplot. Eftersom Matlab inte exakt har fardiga kommandon for
detta kan du ladda ner m-filerna gumbfit, gumbcdf och gumbplot fran kur-
shemsidan. Forhoppningsvis finner du att Atlantdata passar béttre med Gumbel
dn med Weibull.

En mycket viktig egenskap hos Gumbelfordelningen &r att den dr max-stabil,
dvs om X; och X, dr oberoende och Gumbel med samma skalparameter, sa
ar dven max(Xj, X3) Gumbel med samma skalparameter (men med en annan

lagesparameter, vilken da?). Bevisa detta. Som specialfall far vi att om X, X5, ...

dr oberoende och likafordelade Gumbel, sa dr max(Xj, ..., X,) ocksd Gumbel
med samma skalparameter. Detta &r ett skél till att Gumbelfordelningen passar
bra som modell till somliga extremvirdesdata.

Lat oss nu titta pa felintensiteter for ett helt annat datamaterial, namligen ett
med livslangder hos méanniskor. Ladda ner data fran filen norway .mat genom
att bara skriva 1oad (' norway.mat’). Du far data i matrisen norway. I
den andra kolonnen i matrisen norway finns skattade dverlevnadssannolikheter
for norska kvinnor och i den tredje kolonnen finns motsvarande siffror for norska
mén. Data ska tolkas sa att om talet i element n dr = giller att av 100000 hy-
potetiska kvinnor (min) fodda ar 2000 overlever x av dem sin n — 1:a fodelsedag.
Anvind dessa data till att skatta dodsintensiteten for norska mén/kvinnor som
funktion av alder. Plotta bada i samma figur och se om du ser nagon skillnad.

Kolla nu om data passar med normalfordelning, Weibull eller Gumbel. Inget
vidare, va? Faktum &r att data stimmer mycket béttre 6verens med en fordelning
som har dodsintensitet

r(t) = a + be'’".

I det aktuella fallet 4r de véirden pa parametrarna a, b och ¢ som passar bést a =
9-107%, ¢ = 10.30ch b = 4.4-107° for mén och b = 3.3-10~° for kvinnor. (Denna
modell anvinds av livforsdkringsbolag.) Vad ér, i denna modell med dessa a, b, c,
den betingade sannolikheten att en norsk man fodd ar 200), blir minst 80 ar givet
att han blir minst 30 ar?



3 Poissonprocessen

Poissonprocessen dr en process av impulser som intriaffar pa ett sadant sitt att
tiderna mellan tva impulser dr oberoende och exponentialférdelade med samma
parameter \. Parametern \ kalla da for Poissonprocessens intensitet. Man inser
att det dr latt att simulera en Poissonprocess med en given intensitet \; lat bara
T1,Ts, . .. vara oberoende och exp(\)-férdelade och lat tidpunkten S,, for den n:te
impulsen ges av 11 + ... + 1, n = 1,2,.... Skriv X (s,t) for antalet impulser
in tidsintervallet (s,¢) och X (¢) for X (0,¢). Du har sett (eller kommer att se) att
X (s,t) dar Poissonfordelad med parameter \(¢ — s). Testa detta genom att, enligt
ovan, simulera en Poissonprocess med intensitet 2 och se hur manga impulser
du far mellan tidpunkterna 2 och 5. Upprepa simuleringen, sdg, 1000 ggr och
registera X (2,5) varje gang. Gor histogram och jaimfor med vad du far om du
simulerar den vintade Poissonfordelningen. Man har god hjilp av att veta att
kommandona for att simulera exponential- respektive Poissonfordelade data dr
exprnd respektive poissrnd.

Tva andra centrala egenskaper hos Poissonprocessen dr sammanvdgningsegenskapen
och uttunningsegenskapen. Sammanvigningsegenskapen séger att om X (¢) och
Y'(t) dr antal impulser i tvda oberoende Poissonprocesser med intensitet A, re-
spektive \,, sa & X (t) + Y (¢) antalet impulser i en Poissonprocess med inten-
sitet A\, + A,. (M.a.o. den sammanviigda processen dr den som riknar som im-
pulser de som sker vid tidpunkter da en impuls sker i antingen X (¢) elleri Y (¢).)
Prova detta genom att simulera en sammanviégd Poissonprocess, registrera tid-
savstanden mellan impulserna, plotta histogram och se om det tycks stimma med
simulering av den vintade exponentialfordelningen. Ett bra sitt att kontrollera om
en vektor x tycks innehalla exponentialfordelade data &r, forutom att simulera ex-
ponentialfordelade data och jimfora med, att gora en exponentialfordelningsplot,
genom att skriva probplot (’ exponential’, x) . Om data hamnar lings
en rit linje i ploten tyder detta pa exponentialfordelning, medan avvikelser fran
detta tyder pa annan fordelning.

Observera att sammanvégningsegenskapen faktiskt dr ekvivalent med egen-
skapen hos exponentialférdelningen att om X och Y dr oberoende, X ~ exp(\,)
ochY ~ exp(A,) sadr min(X,Y) ~ exp(A; + A,). (Varfor?)

Uttunningsegenskapen siger att om X (¢) dr en Poissonprocess med intensitiet
A och Y (t) dr den process som ges av att varje impuls i X (¢) riknas som impuls i
Y (t) med en given sannolikhet p, oberoende av andra impulser. Testa dven detta
pa samma sitt.



Poissonprocessen anvinds for alla typer av processer, dar man bedomer att, for
alla tidpunkter, varken tiden sedan senaste impuls eller tidpunkten i sig paverkar
fordelningen av tiden till ndsta impuls. Det kan vara trafikolyckor, stormar, jordbdvningar,
mal i en fotbollsmatch, grupper av minniskor du méter pa din kvéllspromenad,
radioaktiva sonderfallsprocesser etc. Lat oss titta pa ett exempel med riktiga data.
Ladda ner filen coal.dat. Denna fil innehaller information om dédsolyckor
i brittiska kolgruvor fran 1851 till 1918 och utgors av en matris med sex kolon-
ner, dér de olika kolonnerna star for foljande data kring de skedda dodsolyckorna
under métperioden.

1. Dag i ménad.
2. Manad.
3. Ar.

4. Dagnummer pa aktuellt ar.
5. Antal dagar sedan senaste olyckan.
6. Antal forolyckade.

Har olyckorna kommit som en Poissonprocess? Testa genom att se pa tiderna
mellan olyckor och jimfora med exponentialfordelning. Det bor se 1 stort sett
bra ut, men om man tittar nirmare bor man ocksa se att det verkar vara lite for
manga korta och langa tider mellan olyckor jaimfort med vad man far med ex-
ponentialférdelning. Vi har rakat ut for att vi observerat en tidsinhomogen Pois-
sonprocess, dvs intensiteten har @ndrat sig med tiden (dvs vi har en process dr,
vid en given tidpunkt, tiden sedan senaste olyckan inte paverkar tiden till ndsta
olycka, men att den innevarande tidpunkten i sig har betydelse.) Vi ska inte ga
ndrmare in pa teorin bakom dessa, mer 4n att konstatera att situationen dr mycket
vanlig och den tidshomogena varianten, dvs den vi studerat hittills, 4r ett bekvamt
specialfall. Om vi ser pa de nimnda processerna ovan, ir det i jordbavningsfallet
naturligt med att tro pa tidshomogenitet (om vi inte tittar 6ver geologiska tidss-
pann), medan det i de andra fallen 4r mer eller mindre realistiskt beroende pa
tids- och/eller rumsspann. (Exempelvis har stormintensiteten en arstidsvariation,
det gors mer mal senare i fotbollsmatcher, man méter eventuellt mer folk tidigare
under promenaden, etc, men tidsvariationerna blir inte betydelsefulla forrdn man
studerar tillrckligt Ianga tidsspann.)
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Om man tittar ndrmare pa data i fallet med olyckorna i kolgruvorna, kan man
se ett trendbrott kring olycka nr 127. Prova att studera data fore respektive detta,
var for sig. Ser det ut som att det dr skillnad 1 intensitet? (Runt 1880 inférdes nya
sdkerhetsrutiner for att minska olycksrisken. Fragan dr om detta fick effekt.)

4 Tester av normalfordelade data, p-varden och styrkor

En ”standardsituation” nir man gor konfidensinterval och tester dr att man arbetar
under antagandet att data dr normalfordelade. Vi har sett detta bade i enstickprovs-
fall och tvastickprovsfall. I enstickprovsfallet antar man att man har att stickprov
X1, .., X, med X}, ~N(u,o),ddr u dr okdnd och o kan vara kiind eller okind.
Lat oss hdr anta det vanligaste fallet, nimligen att o dr okdnd. Vi &r intresser-
ade av att gora konfidensintervall for p eller testa nollhypotesen Hy : pu = g
mot alternativhypotesen Hy : p # pg eller Ha @ o > pgeller Hy : p < pp.
Kom ihag korrespondensen mellan konfidensintervall och test; H forkastas pa
signifikansnivd o om och endast om motsvarande konfidensintervall med konfi-
densgrad 1 — « inte innehaller po. Hir svarar ett symmetriskt konfidensintervall

7

mot det tvasidiga testet som har H4 : pu # po som alternativhypotes, medan
alternativet H4 : j1 > po svarar mot det nedat begrinsade konfidensintervallet

p=X+F (1-a/2)

s
N

Aven hiir ska vi jobba med riktiga data. Ladda ner filen birth.dat, genom
i Matlabfontret ga in under “Import data” och dér vélja "’birth” och sedan ladda
ner. Data &r lagrade i en 747 x 26-matris och innehaller en méngd uppgifter om
nyfodda barn till forstfoderskor pa fyra modravardscentraler i Malmé dren 1991
och 1992. Vilka uppgifter filen innehaller finns beskrivet i filen "birth.txt” (med
undantaget att uppgiften ”.” for ”data saknas” ersatts av ”99” for att Matlab inte
ska protestera).

Vi ska mest intressera oss for de nyfodda barnens fodelsevikt, sa se till att
skapa en vektor fv=birth (:,3) med dessa. Vi vill anta att dessa dr nor-
malférdelade. Ar det ett rimligt modellantagande? Gor en normalférdelningsplot
med normplot (fv). Det bor se ganska bra ut men inte helt perfekt. Framforallt
bor det synas att det finns fler barn dn véntat (utifran normalfordelningsantagandet)

MZY—Ftil(l_O‘)
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som har riktigt 1ag fodelsevikt. Det verkar hursomhelst vara hyfsat bra med ett
normalfordelningsantagande, sa 1at oss jobba vidare under det antagandet.

Man brukar som tumregel sdga att vintevirdet av vikten hos ett pa mafa valt
nyfott svenskt barn till en forstfoderska dr 3500 g (med en standardavvikelse pa ca
500 g). Stimmer detta med vart datamaterial? Testa, pa 5% signifikansniva noll-
hypotesen Hy : i = 3500 mot 4 : u # 3500 och ge ett 95% konfidensintervall
for p.

Det finns olika sétt att gora detta 1 Matlab. Ett sitt dr att anvinda kommandot
normfit. Det bekviamaste dr dock att anvidnda funktionen ttest; den kan
nidmligen besvara alla fragorna pa en gang! SKriv

[h,p,ki] = ttest(fv, 3500, a)
och Matlab svarar med att ge

e h: forkastelseindikator, dvs h = 1 om H, ska forkastas till forman for
alternativet i # 3500 pa signifikansniva a och h = 0 annars,

e p: testets p-virde, dvs den ldgsta signifikansniva pa vilken H, hade kunnat
forkastas med dessa data.

e ki: undre och Over griiser for det symmetriska konfidensintervallet for p
med konfidensgrad 1 — a.

Du bér komma fram till ett p-viirde pd ca 2.2 - 1075, si testet dr kraftfullt
signifikant, och ett 95% konfidensintervall ges av 4 = 3400 £ 41. Uppgiften
1 = 3500 verkar alltsd inte stimma utan medelvikten tycks snarare ligga kring
3400 g.

OK, men nu 4r det ju sa att alla barn tagits med i denna studie, dven de som dr
tidigt fodda. Man brukar klassa den som fods efter mindre dn 266 graviditetsdagar
som tidigt fodd. Prova nu att testa bara pa de som inte ar tidigt fodda. Uppgifter
om graviditetens ldngd finns 1 kolonn 1 1 birth. Du kommer att se att resultatet
blir annorlunda. Om du ocksa gor en normalférdelningsplot, kommer du édven att
se att normalférdelningsantagandet passar mycket bittre for dessa data. Kan du
forklara hur detta kan komma sig?

Lat oss nu fokusera pa tvastickprovsfallet. Har har man tva oberoende stick-
prov Xi,..., X, ochYy,...,Y,, dir Xj ~ N(p,,07) ochY; ~ N(u,,07) och ir
oftast intresserad av att testa H : i, = p,, mot Hy : pu, # pu1,,. For att klara detta
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analytiskt brukar man anta att 07 = o, = ¢ och utnyttja att

7_?_(,“1’_”1/)

Ntn m—2;
spy/I/n+ 1m e

diir s% #r den poolade stickprovsvariansen given av

(n—1)s2+ (m —1)s’
n+m—2 '

2 _
sp =

Utifran detta skapas t.ex. det symmetriska konfidensintervallet

- — /1 1
Mo — My :X—Y:l:Ft;im_Q(l —05/2)813 E—FE

med konfidensgrad 1 — o och Hj testas pa motsvarande sitt.

I Matlab finns funktionen ttest2 som, precis som ttest, kan besvara
alla fragorna samtidigt. Anviand Matlabs hjilpfunktion for att se hur kommandot
fungerar. (Som du ser kan kommandot dven hantera situationer dir o2 # 05 (nu-
meriskt).) Testa nu om det tycks foreligga nagon skillnad i forviantad fodelsevikt
mellan flickor och pojkar. GoOr det samma for rokare mot ickerdokare och for
modrar som sammanbor med barnets far och de som inte gor det och gérna lite
fler saker om du har tid och lust. (Uppgifter om barnets kon, moderns rokvanor
och ev. smmanboende med fadern finns i kolonnerna 2, 20 respektive 18.)

Anmdirkning: Kom ihag multipelinferensproblemet: i alla datamaterial finns
det alltid nagot som dr signifikant”. Detta hade vi verkligen behovt tanka pa om vi
skulle testa sd hir friskt i en “skarp” situation. Lét oss dérfor betrakta var 6vning
som en hypotesgenerarande pilotstudie.

Atervind nu till det allminna enstickprovsfallet och betrakta styrkan i testet
Hy : = pomot Hy : pu # po. Testet baseras pa att om H dr sann giller

X_NONt

s "

och forkastar H pa signifikansniva o om

’7—%’

YN >F ' (1-a/2).
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Styrkan for i1, g(u1), dr sannolikheten att testet forkastar Hy om p #r det sanna
vérdet pa p. Det uppstar tva svarigheter, dels att for att veta fordelningen hos
teststatistikan 7' = (X — pg)/(s/+/n) d& p = p1, méste vi kiinna o2, dels att di
i = pq ar T inte t-fordelad utan har en s.k. ickecentral t-fordelning. Den ickecen-
trala ¢-fordelningen finns naturligtvis tabellerad och installerad i all god statistisk
programvara. Ett problem i#r dock att en parameter i denna fordelning ér o2, den
okédnda variansen. Eftersom styrkeberidkningar anvinds framst for att dimension-
era studier sa att man uppticker avvikelser av given storlek med (approximativ)
onskad sannolikhet, maste denna analys goras innan man har tillgang till matdata
och utifrdn dessa skatta o2. Man ir héinvisad till att gora en kvalificerad gissning
av vad o2 dr. Om man har tur finns det tidigare undersokningar av liknande slag
att hdmta erfarenhet fran, annars far man gissa padannan grund.

Anmdirkning. Som man forstar dr det ofta svart att gora riktigt objektiva styrke-
beridkningar. Icke desto mindre dr de ytterst viktiga. Betrakta ett likemedelsbolag
som vill prova en ny medicin och man vill se om denna har en effekt som é&r béttre
4n placebo eller eventuella existerande lkemedel. Vi tinker oss att vi star infor den
skarpa fas 3-studien diar medicinens effekt slutligen ska testas pa miiniskor i ett
fullskaligt forsok. Man identifierar en viss minsta effekt som man tycker dr véard
att uppticka, den s.k. minsta kliniskt signifikanta effekten. Man vill dimensionera
forsoket sa att man har, sig, 90% chans att uppticka en sadan effekt (om den ar
den sanna effekten; chansen blir forstas storre om den sanna effekten ér storre il sa
). Eftersom studier av detta slag dr oerhort dyra, vill man absolut inte gora studien
storre dn nodvindigt. A andra sidan vill man naturligtvis heller inte gora studien
sa liten att man 16per en stor risk att missa att uppticka en effekt som egentligen
ar signifikant; det blir ju att kasta pengarna i sjon! Man &r alltsa i stort behov av en
god styrkeberikning (och en god beridkning av kostnad av att misslyckas pa olika
sitt som ska vdgas mot vad man berédknar att man kan vinna pa medicinen om den
kommer ut pa marknaden).

Titta nu som exempel pé studien av nyfodda barn. (Vi fér tiika oss att vi dnnu
inte har tillgang till ndgra mitdata.) Hur méanga barn skulle behovt inga i studien
for att sannolikheten att forkasta Hy : © = 3500 med minst 75% chans om vi
testar pa signifikansnivan 5% och det sanna vérdet pa p dr 3450? Som gissning
av o2 anviinder vi tumregeln o = 500. Komandot sampsizepwr hjilper till.
Kommandot kan ocksa anvéndas till att bestimma styrkan for givet n (och 1, po,

0'2).
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S Linjar regression

Kom ihédg att vi har parade data (xy,Yy), & = 1,...,n, dir z4:na dr kinda
storheter och Yj:na antas bero linédrt av x;:na, med ett normalfordelat slumpfel,
oberoende for olika k, dvs Y3, ..., Y, dr oberoende och det finns konstanter a och
b sadana att

Yk ~ N(CL + bl’k, 0'2).

Detta kan ocksa skrivas som Y, = a + bxr, + €, dir €,:na dr oberoende och
N(0, 0)-fordelade slumpfel.

Man vill utifrén data skatta de okiinda parametrarna a och b (och ¢?). Om
man anvédnder sig av Maximum-Likelihood-metoden, visar det sig man finner
punkskattningarna a och bavaochb genom att minimera

n

> (Vi — (a+by))?,

k=1

dvs ML-metoden sammanfaller med minsta-kvadrat-metoden for att att approx-
imera det Overbestimbda ekvationssystemet Y, = a + bxy, Kk = 1,...,n (med a
och b som variabler och x;:na och Y}:na sedda som kinda koefficienter). Man far
ocks att @ och b har normalfordelningar, som beror av o2, vilket i sin tur sedan
ger att man kan gora konfidensintervall for @ och b m.hj.a. ¢-fordelningen (eller
normalférdelningen om o2 ir kiind).

Det enklaste sittet att i Matlab fa virdena pa ML-skattningarna a och b dr
att skriva polyfit (x,Y,1), dir x och Y forstas dr vektorerna med z- re-
spektive Y-virdena. For en visuell framstéllning, skriv scatter (x,Y) eller
plot(x,Y,”.") (vilket jag tycker dr snyggare) och ge kommandot 1sline
for att plotta regressionslinjen genom datapunktsvirmen.

For att fa konfidensintervall, far man krangla lite mer. Kommandot att anvinda
ar regress, vilket baserar sig pa den generella linjéira modellen (GLM), som vi
inte sett 1 denna kurs. Linjdr regression kan ses som ett specialfall av GLM, genom
att skriva Y, = a + bxy + €, k = 1,. .., n pa matrisform som

Y =Cp+c¢

dirY =[V;...Y,]5, 8=[a b, e=le1...€,)" och C drn x 2-matrisen som har
kolonnerna [1...1]7 och z = [z ...2,]". Kommandot regress tar Y och C
som indata och du skapar C' genom att skriva C=[ones (n, 1) x]. Anvind
nu detta till att gora en linjér regression av fodelseviktsdata mot graviditetslingd,

15



genom att lata x vara vektorn av graviditetsldngder (dvs antalet graviditetsdagar
fore fodsel, 1 kolonn 1 av birth) och Y f(‘)‘delsevilgterna. Vad blir konfidensin-
tervallet for b med konfidensgrad 99%? Du bor fa b ~ 28. Hur tolkar du detta
virde?

6 Variansanalys

En generalisering av tvastickprovsfallet dr en situation dar man har fler dn tva
stickprov fran, mojligen, olika normalfordelningar. Situationen dr foljande: Vi
har k stycken oberoende stickprov

X117X127 cee 7X1n1a
X217X227 cee 7X2n2a

Xit, Xi2, ooy Xiomy

dér stickprov nr 4, dvs X;q, ..., X;,, dr tagen frén en N(u;, 0)-fordelning. Vi
antar alltsa att variansen dr densamma for alla stickprov. Vi vill testa Hy : p; =
[ = ... = l mot alternativhypotesen att inte alla vinteviarden dr desamma.

Exempel. 1 ett flervaningshus vill man kontrollera om det finns en vaningseffekt
pa radonhalten i ldgenheterna. Detta skulle kunna tyda pa en killa till radonet
ar berggrunden under huset. Pa de olika vaningarna placerar man ut ett antal
maétdosor och vill med métdata préva om en vaningseffekt finns, dvs man vill
testa nollhypotesen 1y = ... = i mot alternativhypotesen att ej alla p; ir lika.
Har ar forstas p; sann genomsnittlig radonhalt pa véaning i.

Naturligtvis skulle man kunna anvinda tvastickprovstest for alla par av stick-
prov, men da stoter man genast pa de problem det innebér att testa manga hy-
poteser pa samma datamaterial. I den situation vi har hér, diar man vill testa mot
den ganska svaga alternativhypostesen som bara séger att nagot p; skiljer sig fran
de andra, kan man utnyttja data pa ett betydligt effektivare sitt. Den teststatistika
man brukar anvinda for detta test bygger pa idén att om variationen hos data mel-
lan stickproven ir stor i forhallande till variationen inom stickproven, tyder detta
pa att de inte kommer fran samma fordelning, dvs att Hy inte &r sann.

Litn = > n,, det totala antalet data. Skriv

_ 1 &
X, = n—i;ij
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for medelvirdet av stickprov ¢ och X for medelvirdet av alla data, dvs

k n,;

k
Z Z Xij = % Z n; X;
i=1

i=1 j=1

X =

S|

Skriv ocksa

n; — 1
(A ]:1

for stickprovsvariansen i stickprov i. Enligt Proposition 1.5 giller att (n;—1)s? /0% ~
Xifl for alla 2. Genom att summera foljer att

k
(ni — 1)5? 2

NXi.
o9 n—k

Genom att skriva

n

k
1 1 —
2 E 2 _ E 2

=1 j=1

blir detta

(n —k)siy 2

T2 ~ Xn—k-
Hir stér indexet W for “within”, vilket ska markera att vi tinker pé sf;, som den
poolade (dvs sammanvigda) stickprovsvariansen inom stickproven.

Vidare giller X; ~ N(u;,02/n;). For att férenkla en aning, 1at oss for en
stund anta att alla stickprov &r lika stora, dvs det finns ett m sa att n; = m for
alla 7. Om nollhypotesen att alla p; &r lika, skriv p for deras gemensamma virde
och observera att da ar X ,..., X}, ett stickprov pd N(u, 0%/m). Dirfor ger
Proposition 1.5 att

. )
o2 ~ Xk—1-
Genom att skriva i
1 _ _
2 2
= — X, — X
SB k' . 1 ; m( )
blir detta (k 1) )
— 1)8p 2
o Xk-1



Indexet B stér for “between”, for att markera att vi tinker pd s% som stickprovs-
variansen mellan stickproven. Atergé nu till fallet med (méjligen) olika n;:n. Man
generaliserar dd s% till

k

=1

Det gdr att dterigen visa (vilket vi dock inte gor hir) att (k — 1)s%/0% ~ x3_,.
Det gér ocksa att visa att s3;, och s%, dr oberoende. Det betyder att om Hy dr sann,
har kvoten T := s%/s%, en s.k. F-fordelning:

Definition 6.1 Lat Y, och Y5 vara tva oberoende stokastiska variabler sadana att
Y1 ~ X2, ochYs ~ X2, . Da siigs kvoten

Yl/m1
Yz/mz

vara F'-fordelad med my och ms frihetsgrader, skrivet

Yl/m1 -~
Yafmy

Det foljer direkt av denna definition att om H, dr sann géller

2
S
T=-E
S
w

~Fyin—k-

Om man far ett stort viarde pa T talar detta for H4 snarare dn H,. Testet av
Hy : 7alla p; lika” mot Hy: “ej alla p; lika” ges darmed av att forkasta H till
forman for H 4 pa signinfikansniva om

T>F,'  (1-a).

kal,nfk

Uppgift: Ett litet bussbolag med endast fem bussar, av samma marke, vill
prova fyra olika ddckstyper med avseende pa slitstyrka och se om det spelar nagon
roll vilken dédckstyp man viljer. Man genomfor ett experiment dir man sétter ett
déck av varje typ pa var och en de fem bussarna. Nir bussarna kort 2000 mil,
miéter man slitaget pa ddcken (i millimeter). Detta ger ett stickprov X1, ..., X;5
per diackstyp ¢, ¢ = 1, 2, 3, 4. Mitdata blev:

Dickstyp 1: 9.1 13.4 15.6 11.0 17.1
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Dickstyp 2: 20.3 20.3 24.6 18.2 19.8
Dickstyp 3: 20.8 28.3 23.7 21.4 25.1
Dickstyp 4: 11.8 16.0 16.2 14.1 15.8

Kan vi anta att dessa r fyra stickprov pa normalférdelningar med samma varians?
Gor en normalfordelningsplot for varje stickprov. Det ser inte alltfor illa ut, sa
lat oss anta normalférdelning. Berikna nu stickprovsvarienserna. De ser inte
ut att skilja sig sa mycket, sa lat oss ocksa anta lika varians. Vi ska dock vara
medvetna om att stickproven dr sma, s de hér berdkningarna ger inte sirskilt
mycket information och antagandena &r klart osidkra. Eftersom de olika bussarna
ar av samma marke, verkar det ocksa rimligt att anta att stickproven dr oberoende
(eftersom man det da verkar hyfsat troligt att variationen i slitage mellan didcken
utgors av skillnader hos ddcken sjélva snarare dn vilken buss de sitter pA men dven
detta dr ett ganska osidkert antagande).

Syftet med forsoket tycks vara att testa Hy : py = ... = ug mot Hy: ej
alla p; lika”. Vi har ett forsok med balanserad design, dvs alla stickprov in-
nehaller lika ménga observationer. For sddana fall fungerar Matlabs kommando
anoval mycket smidigt; lat bara stickproven utgora varsin kolonn i matrisen A
och skriv anoval (A). Matlab svarar med testets p-virde (och en figur och en
tabell som man inte behdver bry sig om hir.) Jamfor gédrna med p-vérden for
parvisa tvastickprovs t-tester (utan att fundera alltfor djupt over vad jaimforelsen
sdger).

Anmdirkning. Pa engelska heter variansanalys ”Analysis of Variance”, forkortat
”ANOVA”, ddrav namnet anoval pa Matlabs kommando. Ettan star for ”1-vigs
design”; det finns dven 2-vigs design (och n-vigs design), en nagot annorlunda
modell som vi inte gar in pa hér.

Uppgift: I matrisen birth med fodelseviktsdata finns bl.a. en uppgift om
moderns alder vid barnets fodelse. Man har angivit med en etta om modern var
15-24 ar, en tvaa om hon var 25-29 ar och med en trea om hon var 30-44 ar.
Uppgifterna finns i den attonde kolonnen. Dela nu fodelseviksdata i tre grupper
baserade pa alderskategori och genomfor en variansanalys for att se om det finns
en effekt av alderskategori pa fodelsevikterna.

Du kommer att finna att det i detta fall ror sig om en obalanserad design. Mat-
lab har inte nagot lika smidigt kommando for denna situation, sa du far berikna
virdet pa den F'-fordelade teststatistikan och stoppa in detta i fordelningsfunktionen
for rétt F'-fordelning. Denna fordelningsfunktion kan Matlab ge; kommandot dr
fcdf.
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7 Ickeparametriska metoder

I vissa situationer kan det vara sa att man inte kan forsvara nagot fordelningsantagande
for data. Da finns det dnda vissa saker man kan gora, vilket vi ska se exempel pa
hir.

Antag att X, ..., X, dr ett stickprov pa en stokastisk variabel, som vi antar
ar kontinuerlig, men i 6vrigt inte vet nagot om.

Definition 7.1 Lat X vara en stokastisk variabel med fordelningsfunktion F'. Dd
kallas talet m for en median till X (eller F') om F(m) = 1/2.

Eftersom fordelningsfunktionen till en kontinuerlig stokastisk variabel dr kon-
tinuerlig, giller att varje kontinuerlig stokastisk variabel har en median. Den
ar inte nodvindigtvis unik, men om F’ dr strikt vixande giller dven detta. Ob-
servera att medianen infe dar samma sak som vanteviardet. Om X har symmetrisk
tithetsfunktions kring m, dvs f(m + z) = f(m — z) for alla z, och X har ett
vintevirde, giller att mm = E[X ], men alltsd inte sikert annars. Se till exempel pa
fallet X ~exp(1). DaarE[X] =1, men P(X >x)=e¢"=1/2ddz =1In2,sa
m = In 2.

Antag for enkelhets skull att stickprovsvariablen X har en unik median (for att
undvika onddig forvirring, men allt vi ska gora funkar dven utan detta antagande).
Medianen m idr alltsa ett tal sddant att P(X < m) = P(X > m) = 1/2. Fixera
ett tal mo. Lat N, vara antalet k sddana att X > mg. Om m = mg blir Ny ~
Bin(n, 1/2) och bor hamna néra n/2. En alltfor stor avvikelse fran detta tyder pa
att m # mg. Det dr upplagt for ett test; vilj c sa att

Fhinna/2)(n/2+¢) >1—a/2

och forkasta Hy : m = my till forman for H4 : m # my pa signifikansniva hogst
a om
IN, —n/2| > c.

(Att vi oftast inte kan fa exakt signifikansniva « beror pa att binomialférdelningen
ar diskret.) Detta test kallas for ett teckentest av medianen. Matlabs kommando
heter signtest. Prova detta pa fodelsedata och testa om medianen ar 3400 g.

Att N, ~ Bin(n, 1/2) kan naturligtvis ocksa anvindas for att gora parameter-
fritt konfidensintervall for m.

Anmdirkning. Vektorn fv med fodelsevikter har medelvirde 3400 g och me-
dian 3430 g. Vi har ju antagit att data dr normalfoérdelade och eftersom nor-
malfordelningen dr symmetrisk sammanfaller véiintevirde och median och vi forvéntar
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oss att de skattade storheterna ska vara mycket néra varandra i datamaterialet.
Detta stammer sadér. Till exempel dr p-virdet for test av g = 3430 mot p # 3430
ca 0.16. A andra sidan sig vi ju att det fanns lite ”for ménga” mycket sma barn
och att vart normalfordelningsantagande inte var helt klockrent. Med det i atanke
ar det ju inte forvanande att medelvérdet blir lite mindre dn medianen. Tittar vi
stdllet bara pa data for icke tidigt fodda barn far vi median 3480 g och medelvérde
3496 g, dvs betydligt ndrmare varandra.

Notera att teckentestet bara tar hiansyn till hur manga observationer som liggar
over respektive under m och inte hur langt fran my de &r. Detta dr som det ska
vara, eftersom medianen m 1 sig sjélv inte tar hinsyn till hur fordelningen ser ut
pa de tva sidorna av m, bara att sannolikhetsmassan &r 1,/2 pa vardera sidan.

Antag nu att vi vet att data kommer fran en symmetrisk fordelning. D4 giller
m = E[X]| = p, sa test av median blir ocksa test av vintevirdet och saken kom-
mer 1 ett annat ldge, eftersom observationernas precisa virden dr av stor betydelse
for vad vi tror om p; vi brukar ju skatta . med medelvirdet. Detta kan utnyttjas pa
foljande sitt. Vi vill testa Hy : 1 = pp mot H 4 : u # j1o. Rangordna de observer-
ade avvikelserna fran p, dvs talen |X; — pol, ..., | X, — pol, i storleksordning
fran minst till storst. Lat Ry = j om | X} — ol dr det j:te minsta av dessa tal. Gor
detta for alla k, sa att varje observation far sin rang. Bilda nu teststatistikan

W= Y R

k:Xp>po

dvs rangsumman for de observationer som Overstiger p. Denna teststatistika
kommer att ta hinsyn till om obervationerna pa ena sidan i avviker mer fran
{o dn de pa den andra sidan. Virdemingden for W dr 0,1,...,n(n + 1)/2. Om
po ér det sanna vintevirdet kan man ganska litt inse att E[WW] = n(n + 1)/4 och
att frekvensfunktionen dr symmetrisk kring detta virde. Mer precist kan man visa
att, om p = o,

MW:@:“W,
or
dér a(r) dr koefficienten framfér s™ i utvecklingen av [[7_, (1 + s7). Lt F vara
fordelningsfunktionen for en stokastisk variabel med denna fordelning. For att
testa Hy mot H ,, finn ¢ sa att F'(n(n+ 1)/4 + ¢) > 1 — «/2 och forkasta H, pa
sginifikansniva hogst & om

n(n+1)

L

e
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Detta rangtest gar under namnet Wilcoxon Signed Rank Test (WSRT). Koefficien-
terna a(r) dr ganska besvirliga att uttrycka explicit. Om n dr stort avhjélps detta
till stor del av att det finns en central grinsvirdessats for 1. Man kan visa att
under H, dr Var[W] = n(n + 1)(2n + 1)/24 och att

W—nn+1)/4
Vn(n+1)(2n +1)/24 ~NO.D.

Har man tillgang till Matlab har man hursomhelst inga berikningsproblem. Kom-
mandot heter signrank. Kolla upp hur det fungerar och upprepa testerna pa fv
och jimfor med teckentestet ovan. Du kommer att se att p-vdrdena for rangtestet
blir konsekvent ldgre dn for teckentestet. Rangtestet dr alltsa starkare @n tecken-
testet, men krdver i gengéld ett symmetriantagande som teckentestet inte kréver.
Jamfor ocksa med p-virden for ¢-testen ovan under normalfordelningsantagande.
Har bor du se att rangtestet oftast (men inte alltid) kommer till korta vid jimforelsen.

Lat oss nu titta pa ett sitt att gora en ickeparametrisk jaimforelse mellan tva
stickprov. Vi ska anta en translationsmodell. Vi har en fordelning F; och en
fordelning F5. Vi antar att vi vet att /| och F, har samma form, men mgjligen
olika ldge, dvs vi vet att det finns ett tal ¢ sd att Fy(z + t) = Fy(z) for alla x.

Vi vill testa Hy : Fy = F5, (vilket, enligt antagandet om samma form, &r
samma sak som att testa om p; = jio, eller £ = 0 om du vill), mot H, : F} # Fs.

Till vart forfogande har vi tva oberoende stickprov, Xi,...,X,, fran F; och
Yy,..., Y, fran F5. Antag ocksa att m < n (bara en beteckningsfriga). Om noll-
hypotesen dr sann, kan vi se hela samlingen av data, Xy, Xo,..., X,,, Y7, Y5,...,Y,

som ett stickprov av storlek m + n pa samma fordelning. En konsekvens av det ar
att om man tittar pa hur data ordnar sig storleksméssigt, sa bli alla (m + n)! olika
permutationer lika sannolika. Lat nu teststatistikan 1V ges av

W = Zr(Xk),

k=1

ddr r(Xy) dr rangen av X}, i det samlade stickprovet. Om H dr sann, &r den
forvintade rangen av en given datapunkt (m—+n+1)/2, sa E[W] = m(m-+n+1)/2
och fordelningen for W dr symmetrisk kring detta tal. Lat F' vara fordelningen for
W under Hy. Analogt med tidigare, vilj csd att F(m(m+n+1)/2+¢) < a/2
och forkasta Hy : Fy = I3 till forman for H 4 : F} # F, pa signifikansniva hogst

. om

1
W_%M
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Testet kallas for Wilcoxon Rank Sum Test (WRST). Att berdkna F' for hand dr
knoligt, men inget problem for Matlab. Det finns ocksa en central griansvirdessats

dven hir, analogt med for WSRT ovan, se boken sidan 373. Matlabs kommando
heter ranksum. Gor nu ett sadant rangtest for att se om fodelsevikterna tycks
skilja sig mellan barn till rokare och barn till ickerokare. Jamfor med tvastickprovs
t-testet du gjorde forut. (Notera att nér vi gor rangtestet antar vi att de tva fordelningarna
har samma form, men det gor vi a andra sidan oftast under normalfordelningsantagandet
ocksa.)

Diskussion. Generellt kan man siga att parameterfria modeller &r béttre dn pa-
rametermodeller, t.ex. normalférdelningsmodeller, i det att man gor mycket fa an-
taganden om observationernas fordelning. A andra sidan har oftast de tester man
baserar pa parametermodeller betydligt bittre styrka, dvs chansen att uppticka
avvikelser fran nollhypotesen &r betydligt storre. Bada har alltsa kraftiga fordelar
och bada har en stor och viktig plats i tillampad statistik.

8 Slumpvandringar pa grafer

En graf ir en samling noder tillsammans med en samling kanter mellan vissa
av noderna. En bra bild &r att tinka sig en graf som en samling knutpunkter
(noderna) med végar (kanterna) mellan somliga av knutpunkterna. Det &dr oerhort
vanligt med naturligt forekommande fenomen som kan modelleras med grafer, till
exempel vagnit, kollektivtrafikkartor, telenit, molekylmodeller, soktrdd, sociala
relationsnit, phylogenetiska trid, etc. Formellt brukar man beteckna en graf med

G = (V,B)

dédr GG dr namnet pa hela grafen, V' dr midngden av noder (en. vertices) och E &r
mingden av kanter (en. edges). Midngden £ ir en delmédngd av mingden av alla
par av noder. Detta tolkar man som att om u,v € V och {u,v} € E, sa finns det i
grafen en kant mellan noderna u och v. Notera att det, enligt denna definition, inte
kan férekomma nagra kanter fran en nod till sig sjélv eller mer @n en kant mellan
samma par av noder. Det &r inte svart att gora en modell som tillater dven detta.
Man brukar da tala om multigrafer, men vi har hir inget behov av det.

Hir ska vi endast titta pa dndliga grafer, dvs grafer dédr V' dr en dndlig méngd
(dven om det i andra sammanhang kan vara mycket intressant att studera odndliga
grafer).

For v € V, definiera u:s gradtal, d,,, som antalet grannar som u har, dvs

dy, ={v eV :{uv}e E}.
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Hir har vi anvint den vanligt forekommande beteckningen | A| for antalet element
i en méngd A. En slumpvandring pa en graf GG dr den Markovkedja som beskrivs
av en partikel som hoppar mellan noder pa ett sadant sitt att den vid varje hopp pa
mafa viljer en av grannarna till den nod dér den nu star. Mer formellt dr slump-
vandringen den Markovkedja X, X1, X5, ... med V som tillstindsrum, som ror
sigsa att det forallat = 0,1,2,... och allawu € V giller att

P(Xs1 = 0| X, = u) = di
for alla v sadana att {u,v} € E.

Lat oss nu generalisera det vi gjort en aning. Istillet for att betrakta en graf,
ska vi betrakta en viktad graf, dvs en graf G = (V, E), dér det till varje kant
{u,v} € FE finns en vikt, dvs ett ickenegativt tal w,,. Detta kan till exempel
anvidndas 1 modellen for ett vignit, ddar man vill anvédnda vikterna till att markera
hur stora vigarna dr. Motsvarigheten till gradtalet d,, for en nod i1 en (oviktad)
graf, blir hir nodens vikt, w,,, som definieras som

Wy, = E Wy -

vi{u,v}eE

En slumpvandring skiljer sig fran en slumpvandring pa den oviktade grafen endast
genom att vi nu istillet later
wU’U

P(Xt+1 = UlXt = U) = .

Wy

Man ser att en slumpvandring pa en oviktad graf fas som specialfallet dar man
later w,, = 1 for alla {u, v} € F (notera att man far w, = d,, for alla u).

Nir man talar om slumpvandring pa en viktad graf, dr det ldtt att inse att man
faktiskt alltid kan betrakta grafen som fullstindig, dvs att mellan varje par av
noder finns en kant. Detta kan man gora eftersom, om man da far en kant som
egentligen inte skulle funnits, kan man helt enkelt kompensera for det genom att
ge den kanten vikten 0.

Uppgift: Skriv ett Matlabprogram som simulerar slumpvandring pa nagra
olika viktade grafer. Forsok, genom att kora simuleringarna tillrackligt ldnge,
att bilda dig en uppfattning om vad den stationdra fordelningen dr. Du véljer sjdlv
antal noder, startfordelning, vikter och hur manga steg du simulerar och hur du
varierar dessa parametrar fOr att 10sa uppgiften. Skriv gérna ett program som tar
dessa parametrar som indata.
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Nir du har din uppfattning klar, forsok att bevisa den. Tips: slumpvandringen
utgor en reversibel Markovkedja.

Anmdrkning. Faktum ir att det, rent programmeringsmaissigt, dr ldttare att
explicit berdkna fordelningen for X; snarare dn att simulera. Kom ihdg att om P
ar Markovkedjans dvergangsmatris och

p: = [P(Xy) = 1P(X; =2) ... P(X; = n)]

giller att
p: = poP".

Lat nu bara Matlab berikna P utifran vikterna och mata in i denna beridkning for
ett stort ¢.
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