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Flerdimensionell linjar regression.
I vanlig endimensionell linjér regression utan konstantterm jobbar man med modellen
Yi :b1$i+€i,i: 17"'5”7

dir €;:na #r oberoende och N (0, 02)-férdelade, for en okiind varians o2, (x;, ;) 4r parvisa datapunkter
och b; dr en okdnd parameter. I flerdimensionell linjdr regression dr x; en p-dimensionell vektor,
x; = (215, T2, - - - ,xm»)T. Man har datapunkter (x;,¥;), ¢ = 1,...,n och tror att y:na kan vara linjért
beroende av samtliga kovariater, dvs samtliga xz-koordinater. Man ansitter dd modellen

yi:blxu—i—nggi—f—...—i—bpxpi—i—ei,izl,...,n.

Detta skrivas mer kortfattat som

yi =b'x; + e,
dir b = (b1,...,b,)T, och innu kortare som
y=Xb+e€
diry = (y1,..-,yn)’, € = (e1,...,€,)T och X dr n x p-matrisen X = [x1 X2 ... X,]. Vi har d4

p parametrar som ska skattas. Om man skattar enligt ML-principen far man, helt analogt med det
endimensionella fallet, att skattningarna b fas genom att minimera

n

> (i —b'xi)’

=1

som funktion av b. I traditionella tillimpningar &r antalet datapunkter n betydligt storre &n p och det
dr inga problem med denna skattningsmetod. I moderna tillimpningar &r det dock vanligt att antalet
parametrar som man vill skatta dr manga fler dn antalet datapunkter, dvs p &r betydligt storre dn
n. Men datan innehaller inte tillrickligt mycket information for att skatta sa manga parametrar och
risken dr stor att den skattade modellen skulle prediktera nya data daligt. Vi maste alltsa pa nagot
sétt begrinsa parametrarna, samtidigt som vi inte vet vilka av dem som &r mest intressanta. Man
skulle kunna tinka sig manga olika metoder for att gora det och vid val av sddan metod maste man ta
hénsyn bade till hur vil resultatet predikterar nya data och hur berdkningsmaissigt komplex metoden
ir. En metod som blivit mycket populér &r sa kallad LASSO-regression. Istillet for att anvinda minsta
kvadratanpassningen rakt av, minimerar man i stillet

1) = 23— BTx)? 4 4D Il
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dar A > 0 dr ett forspecificerat tal, en s.k. hyperparameter. Ju mindre virde pa A, desto mer “straffas”
modellen for att vilja b, med alltfor stora belopp. En finess med LASSO ir att nér [(b) minimeras
blir vildigt méanga b, noll, dvs ett slags rensning bland alla parametrar sker.

Standardiserade kovariater. Det kan uppsta ett problem i och med det att olika kovariater miits
i olika skalor. Darfor kan somliga b, vara mer intressanta dn andra trots att deras belopp dr mindre.
De riskerar da att bli skattade till O pa grund av skalan. Dérfor brukar man standardisera kovariaterna
genom att subtrahera medelvérdet och sedan skala sa att stickprovsvariansen for kovariatat r blir 1.
Resultatet blir alltsa att vi jobbar med data for vilka

> =03 a1
i=1 i=1
forallaj =r,...,p.! Var uppmirksam pa det inte dr x;-vektorerna som standardiseras, utan koordi-

naterna, dvs “tvars over” x;-vektorerna.

Resultatet av LASSO-regressionen beror forstas pa A, sa hur ska A viljas? Meningen med att
anvinda LASSO var ju att fa en modell som predikterar nya data bra. Men denna tanke som ledstjdrna
brukar man da anvinda s.k. korsvalidering. Dela in data pa mafa in i G stycken lika stora méangder
D1, ..., Dg (Standard ér att ta G = 10, men andra viarden gar forstas ocksa bra.) Fixera ett A. For
varje g = 1,..., G, plocka bort all data i D, och gér en LASSO-regression baserad pd all 6vrig data.
Detta ger en skattning b,. Beriikna sedan S, = Zz‘eDg (yi — byx;)?. Beriikna S(\) = ZgG:l Sy. Vilj
till sist det A som minimerar S(\). Eftersom man naturligtvis inte far ett specifikt funktionsuttryck for
S(A), sa sker det sista steget genom lamplig provning.

Er uppgift 4r nu att genomfora detta med p = 10%, n = 102 och G' = 10. Ni ska simulera er egen
datamingd. Vilj b,:en oberoende och Laplacefordelade med parameter 1. Vilj sedan ut limpliga
standardiserade x;:n och simulera datapunkter v; med o satt till 1. Gér nu LASSO-regression pa
denna dataméngd, med korsvalidering enligt ovan. Ni kan gora detta antingen genom att skriva kod
sjélva eller anvénda fardiga funktioner i Matlab.

Bayesiansk tolkning. Att hinga pa termen A > *_, |b,| 4r en aning godtyckligt, men det finns ett
Bayesianskt synsitt som resulterar i det resultatet. Betrakta b som en (n-dimensionell) stokastisk vari-
abel B = (B, ..., By,) med en aprioriférdelning sadan att B,.:en ér oberoende och Laplaceférdelade
med parameter n\/2. Laplacefordelningen, som ocksa kallas dubbelt exponential &r en exponential-
fordelning med tecken. Titheten for Laplacefrdelningen med parameter 7 ges av (7/2)e” "I, t € R.
Visa att aposteriorititheten fgy (b|y) &r maximal for de b, som minimerar (b1, ..., by), dvs denna
Bayesianska modell ger pa detta sétt upphov till LASSO.

Betrakta slutligen vad som hander om man som aprioritithet fér B, anvinder N (0,1/(n))) istil-
let for Laplacefordelning och skattar b analogt med ovanstaende. Vilken blir den malfunktion som
ska minimeras i detta fall? Vad kallas denna typ av regression?

'Om ni undrar varfor konstanttermen utelimnats, si ar det pga att den “forsvinner” nir man arbetar med standardiserade
kovariater.



