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En Markovkedja är en följd {X0, X1, X2, . . .} av stokastiska variabler som tar sina värden i S =
{1, 2, . . . ,m} för något känt s. Mängden S kallas för Markovkedjans tillståndsrum och de s olika
tillstånden kan stå för t.ex. ordningen av korten i en kortlek allt eftersom korten blandas eller antal
kunder i en kö allteftersom kunder kommer och går, etc. För att kallas en Markovkedja måste Xi:na
uppfylla att

P(Xn+1 = sn+1|Xn = sn, . . . , X0 = s0) = P(Xn+1 = sn+1|Xn = sn)

för alla n, s0, s1, . . . , sn+1, dvs fördelningen för nästa tillstånd beror bara var man står just nu. Här
kan X0 vara vald på vilket sätt som helst.

Skriv nu pjk = P(Xn+1 = k|Xn = j), j, k = 1, . . .m. Den m×m-matris P som har pjk:na som
element kallas för Markovkedjans övergångsmatris.

Antag nu att vi har en Markovkedja där övergångsmatrisen är okänd och vi bara får se observerade
värden X0 = x0, . . . , Xn = xn. En naturlig skattning av pjk är p̂jk = njk/nj där njk är antalet
gånger vi ser ett hopp från j till k och nj är totala antalet gånger kedjan besöker j. Ett problem kan
dock uppstå; vi har m2 olika okända koefficienter och mycket ofta är antalet observationer n betydligt
mindre än m2. Detta betyder att väldigt många pjk skattas med 0. Detta är olyckligt eftersom vi
knappast tror att ett sådant hopp är omöjligt.

En vanlig lösning är att införa s.k. pseudo counts, vilket i klartext betyder att man inför en para-
meter b > 0 och räknar som om man för varje j och k sett hopp från j till k, b ”gånger” redan innan
kedjan startat och använder skattningen

p̂jk =
njk + b

nj +mb
.

I bifogad Matlabdatavektor är m = 100 och n = 1000. Använd de 500 första observationerna
till att skatta pjk:na enligt ovan med ett b som ni väljer själva. Ni får då en skattad övergångsmatris
P̂ = [p̂jk]. Betrakta sannolikheten för att få just de 500 sista hoppen för en Markovkedja med över-
gångsmatris P̂ , dvs betrakta

∏1000
l=501 p̂xl−1xl

. Denna sannolikhet kommer att bero av hur b är vald, så
pröva att använda en stor mängd av möjliga b, t.ex. b = 0.01, 0.02, . . . , 2 och ju högre den betraktade
sannolikheten blir, desto bättre anser vi att valet av b är. Vilket blir bästa värdet på b?

(Om man beräknar
∏1000

l=501 p̂xl−1xl
kommer blir resultatet så litet att Matlab kommer att svara med

0. Beräkna istället logaritmen och jämför för olika b.)
Vid presentationen ger ni era medstudenter en mycket kort introduktion till Markovkedjor och

visar era resultat, gärna i en tabell över olika b mot motsvarande logaritmerade sannolikhet.

Bayesiansk tolkning: Varje rad i övergångsmatrisen är en vektor av okända sannolikheter och
dessa är de okända parametrar som vi försöker skatta. Med ett Bayesianskt synsätt skulle vi ge koef-
ficienterna en àpriorifördelning och sedan skatta dem t.ex. med väntevärdet i àposteriorifördelningen
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givet data. Visa att om man ger varje rad en àpriorifördelning som är Dirichlet(b, b, . . . , b) och sedan
skattar övergångssannolikheterna på detta sätt, så får man exakt samma skattning som med pseudo
counts.
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