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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik med Metoder MVE490

Tid: den 16 augusti, 2017

Examinatorer: Kerstin Wiklander och Erik Broman.

Jour: Claes Andersson (tel 0734031540).

Hjalpmedel: minirdknare, egenhéndigt skriven formelsamling om tva A4 fram
och bak (dvs 4 sidor) samt tabeller (delas ut pa plats).

Tentamen bestar av 8 fragor om sammanlagt 50 poéng. Preliminéra betygs-
granser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29

betyg “4”: 30 till 39 poang

betyg “5”: 40 eller fler podng.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade och motiverade. Talen &r ej ord-
nade efter svarighetsgrad

1. Lat A, B vara héndelser sa att P(A) = 0.4 och P(B) = 0.3. (6p)

(a) (2p) Om P(AN B) =0.2, vad blir d& P(AU B)?
(b) (2p) Om A, B ar oberoende, vad blir da P(A° N B¢)?

(¢) (2p) Antag igen att P(AN B) = 0.2 och lat C vara sadan att P(C) =
0.6 och A, C é&r disjunkta. Berdkna P(BNC)

Losning;:
(a) Vi har att
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=04+0.3-0.2=0.5.
(b) Oberoende ger att
P(A°N B°) =P(A°)P(B°) = (1 -P(A))(1 -P(B)) = 0.6%0.7 = 0.42.
(c) Vi inser att C' = A° sa att
P(BNC)=P(BNA°)=P(B)-P(BNA)=03-0.2=0.1.
2. Ceclia har fatt diverse fragor att besvara. Hjilp henne med detta:  (7p)

(a) (1p) Forklara kort vad det ar for skillnad mellan en variabel och en
parameter.

(b) (1p) Ange vad man har for krav pa p-virdet {6r att kunna forkasta
en nollhypotes nar signifikansnivan ar vald till 1%.
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(¢) (1p) Man har samlat in en dataméngd fran en variabel som skall ha
malvirdet 8.10. Vardena blev: 7.99 8.02 7.95 8.37 8.42. Berék-
na en skattning av det systematiska felet (bias).

(d) (1p) Vad betyder det att styrkan i ett test &r 80%?

(e) (3p) Ange for varje pastaende nedan om det &r fel eller om det &r
ratt.

el) En signifikansniva ar detsamma som ett minus styrkan.

e2) Gor man tva métningar pa samma individ kan man inte siga att
vardena ar oberoende.

e3) Man skall inte alltid illustrera kvantitativa (numeriska) data med
ett histogram.

e4) Om man anvénder en kvantitativ (numerisk) variabel kan man
anvianda normalfordelning som approximativ modell fér medelvérdet
om stickprovsstorleken &ar stor.

e5) Om man anvinder en kvalitativ (kategorisk) variabel kan man
inte gora ett t-test.

e6) Langden pa ett konfidensintervall blir kortare nér stickprovsstor-
leken okar.

Losning:

a) Parameter; en karakteristika i en population (teoretiskt matt i en for-
delning). Variabel; virde som varierar for olika objekt/individer (men kan
beskrivas med hjilp av en fordelning).

b) Det skall vara < 0.01.

¢) Medelvérdet ar 8.15. Det systematiska felet uppskattas till 8.15—8.10 =
0.05. Det gar lika bra att forst berdkna avvikelserna fran malvirdet och
sedan medelvéirdet av dessa virden.

d) Sannolikheten &r 80% att korrekt forkasta en nollhypotes (sannolikhe-
ten att forkasta nollhypotesen givet att den &r falsk).

e) Alla utom el &r korrekta.

. En slumpvariabel X kan anta virdena 1,2,4 och 5 med respektive san-
nolikheter P(X = 1) = 0.1,P(X = 2) = 02,P(X = 4) = 0.3 och
P(X =5) = 0.4. (8p)
(a) (2p) Beriikna vintevirde och varians for X.
(b) (2p) Berdkna véntevirde och varians for 1/X.

(¢) (2p) Lat X5, Xo vara oberoende slumpvariabler med samma fordel-
ning som X. Vad ar sannolikheten att X; + X5 blir ett jamnt tal?

(d) (2p) Med samma forutsittningar som i (¢), vad dr sannolikheten att
X1 X5 + X5 blir ett jamnt tal?

Losning;:
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(a) Vi har att

E[X] = IP(X = 1) 4+ 2P(X = 2) + 4P(X = 4) + 5P(X = 5)
=01+2%0244%03+5%04=01+04+12+2=3.7,

och vidare &r

E[X?] = 1P(X = 1) + 2°P(X = 2) + 4°P(X = 4) + 5°P(X = 5)
=014+4%02+16%0.3+25%04=0.1+0.8+48+10=15.7

s& att Var(X) = E[X?] — E[X]? = 15.7 — 3.7% = 2.01.
(b) Vi har att

E[1/X]=1P(X =1)+P(X =2)/2+ P(X =4)/4+P(X =5)/5
=0.1+0.2/240.3/4+0.4/5 = 0.355,

och vidare ar

E[(1/X)?]=1P(X =1)+P(X =2)/4+P(X =4)/16 + P(X = 5)/25

739
=0.1+0.2/4+0.3/1 4/25 = ——
0.1+0.2/4+0.3/16 +0.4/25 1000
sa att
739 596
1/X) = E[(1/X)?]-E[1/X]? = —— —(71/400)%2 = —— =~ 0. 25.
Var(1/X) = E[(1/X)"]-E[1/X] 1000 (71/400) To1ag ~ 0:058725

(c) Vi har att X7 + Xo blir ett jimnt tal om antingen bada &r jamna
eller bada &r udda. Vi far da att

P(Xl -+ XQ Jamnt )
=P(X; udda , X5 udda ) + P(X; jamnt , X5 jamnt )
=P(X; udda ) + P(X; jimnt )* = 0.5% + 0.5% = 0.5.

Alternativt
P(Xl + X2 Jamnt )
=P(X;=1,X0=1)+P(X;=1,X2=5)+P(X1=5X2=1)+P(X; =5,X5=5)
-I—]P(Xl =2,X5 :2)+P(X1 =2,X5 :4)+P(X1 =4, X, :2)+P(X1 =4, X, :4)
=0.5% +0.5% = 0.5.

(d) Vi har att X7 Xs + Xo = X5(1 + X;) 4r jAmnt om antingen Xo &r
jamnt eller X; &r udda. Vi far att

P(Xg(l + X1) jéimnt)
=1-P(X5(1+ X;) udda) = 1 — P(X; udda)P(X; jamnt) = 1 — 0.5% = 0.75.
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4. David har en normalférdelningsmodell och vill utfora ett test. (3p)

(a) (1p) Mothypotesen formulerar han som H, : u # po dir po ar ett
virde enligt nollhypotesen. Om han anvinder en teststatistika dir o2
ar kint, vad blir gransen/grianserna till forkastelseomradet dé signi-
fikansnivan ar vald till 5%?

(b) (1p) Om mothypotesen istéllet & H, : pu > po, vad blir grén-
sen/granserna till férkastelseomradet da?

(c) (1p) Om David inte kinner till o2 och utnyttjar data med stick-
provsstorleken n = 5, vad blir grinserna till férkastelseomradet da
med mothypotes som i (a)-uppgiften?

L&sning;:

a) Gréanserna dr —1.96 och 1.96.
b) Grénsen dr 1.645.
¢) Grénserna dr —2.776 och 2.776.

5. En vanlig kortlek bestar av 52 kort, och 13 av dessa viljs ut till en bridge-
hand. (5p)

(a) (1p) Hur méanga bridgehénder finns det?

(b) (2p) Hur ménga bridgehdnder finns det som innehaller exakt fem
spader och tva klover?

(¢) (2p) Vad é&r sannolikheten att handen innehaller exakt tva klover
givet att handen innehaller exakt fem spader?

L&sning;:

(a) Det finns (‘;’g) hénder.

(b) Vi kan vélja de fem spaderna pa (153) sitt, och sedan kan vi vélja de
tva kloverna pa (123) satt och till sist de resterande 6 korten pa (266)
sitt. Sammanlagt far vi da

13\ /13 /26
5 2 6/
(c) Lat S = #spader och K = #klover. Vi far att

B
(2 _ () L 29150,

E) ()

P(K =2|S =5) =

_ BEE)

()
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6. Anna har gjort en fuktstudie av spanskivor fran en tillverkare genom
att méta anggenomsliappligheten. Virdena (dygnflédet) frain métningarna
blev: 8.9 84 95 86 94 88 91 9.2
Anna har tidigare haft leveranser fran en tillverkare som hon varit néjd
med. Nu anviinds medelvirdet fran den, som var 8.5 g/m?, som ett mal-
viarde for den nya tillverkarens vénteviarde. Normalfordelning anses vara
en bra modell f6r variabeln. (8p)

(a) (5p) Berdkna ett 95%-igt konfidensintervall for vantevirdet. Om syf-
tet var att undersoka om den nya tillverkarens véntevirde avviker
fran férra, dra en slutsats enbart med hjilp av det utrdknade inter-
vallet. Ange ocksa vilken signifikansniva detta test har.

(b) (3p) Anna tycker att en avvikelse pa som mest 10% fran den gamla
tillverkarens medelvirde &r acceptabelt. Visa hur hon kan ta ett be-
slut om nya tillverkaren med hjilp av konfidensintervallet. Vad blir
din slutsats?

Lo6sning:

a) Lat Y = dygnflédet. Formeln {or ett konfidensintervall:
Y + tnfl,a/Q S/\/ﬁ

Med de givna virdena blir det (avrundat) 8.91 + 2.365 x 0.35/v/8 dvs
(8.6, 9.2). Eftersom malvérdet 8.5 inte ingar i det 95%-iga intervallet kan
Hy : p = 8.5 forkastas pa signifikansniva 5%.

b) Acceptabelt &r inom intervallet (7.65,9.35). Eftersom hela konfidensin-
tervallet ryms inom detta intervall anses avvikelsen vara acceptabel och
inte signifikant ur ett mer praktiskt perspektiv. Den nya tillverkarens vén-
tevirde i fuktstudien kan anses duga.

7. Charlie vill studera om folk upplever stérningar i sitt boende. Lagenheter
fran bostadsomraden i tva olika delar av Goteborg har darfor valts ut
slumpmassigt. I dessa intervjuade han de boende bl a med fragan om de
stordes av trafiken. Bland de 60 st i omrade 1 svarade 15 ja pa detta
och bland de 65 i omrade 2 var det 24 st som svarade ja. Syftet ar att
undersoka om proportionerna skiljer sig 4t mellan bostadsomradena. (7p)

(a) (5p) Charlie vill att du formulerar hypoteserna och utfor testet.

(b) (2p) Charlie vill ocksé att du berdknar ett konfidensintervall for skill-
naden mellan bostadsomradenas proportioner.

Losning;:

Lat p; och py vara parametrarna i tva oberoende binomialférdelningar och
beteckna andelarna fér de som stors av trafik.
a) Hy : p1 = pa och H, : p; # po. Skattningarna: p; = x1/n; = 15/60 =
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0.25 och po = xo/ny = 24/65 =~ 0.37. I testet med Hy : p; = py skattas

det gemensamma p; = ps = p med p = % Teststatistikan

P1— P2
V(1= p)(1/n1 +1/ns)

(approximativt normalfordelad) fick virdet —1.44. Jamfor detta med for-
kastelsegranserna =4z g25 = £1.96. Eftersom teststatistikans véirde inte
har passerat nagon av forkastelsegrianserna kan H inte forkastas. Man
kan inte i denna undersdkning pavisa skillnad i andelarna som stérs av
trafiken.

b) Till skillnad fran fallet berdknat under forutsittningen Hy : p1 = pa = p
maste de tva proportionerna skattas var for sig. Det gér man med relativa
frekvenserna och standardavvikelsen har dérfér formeln

V(L = p1)/n1 + P21 — p2) /s
Ett 95%-igt konfidensintervall for po — p; blir (—0.04, 0.28).

8. Ett sagverk tillverkar briador. Bradorna &r av varierande kvalitet och gra-
deras antingen som A-klass,B-klass eller C-klass.
Sagverket antar att sannolikheten for att en given briada blir A-klass ar 0.2,
B-klass 0.5 och C-klass 0.3. Lat X 4 vara antalet brador som blir A-klass
om siagverket en dag tillverkar 2300 brédor. (6p)

(a) (2p) Hitta en ldmplig fordelning f6r X 4. Vilka antaganden méaste du
gora? Ar dessa antaganden realistiska?

(b) (2p) Beridkna sannolikheten att X 4 blir 420 eller mindre.

(c) (2p) En fjirde klassificering infors som kallas AT. Sannolikheten att
en given brida skall f4 denna klassificering #r 0.005. Lat X+ vara
antalet briador som far denna klassificering av de 2300 som tillverkas.
Ange en lamplig approximativ férdelning féor X och anvind denna
for att berikna sannolikheten att X+ = 15.

Losning;:

(a) Vihar att X4 ~Bin(2300,0.2) under antagandet att alla brador klas-
sificeras som A oberoende av varandra. Detta antaganden ar rimligt,
dven om man kan tédnka sig att eventuella defekter delas av andra
brador som &r gjorda av samma trad. Da antalet tillverkade brador
ar sa stort kommer felet fran vart antagande vara litet.

(b) Approximativt far vi att
X4 ~ N (E[X], Var(X)) = N(np,np(1 — p)) = N (460, 368)

s& att
X4 — 460 < 420 — 460

V368 T /368
=P(Z >2.0851) =1 —P(Z < 2.0851) ~ 1 — 0.981 ~ 0.019.

P(X4 < 420) =P < > ~P(Z < —2.0851)
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(c) Vi anvénder att X+ ~Poi(A) dir A = 2300 % 0.005 = 11.5 vilket &r
lampligt da p &r véldigt litet. Med hjdlp av detta far vi att

11.5%

o e ' = 0.0019.

P(XT =15) =



