Matematiska vetenskaper Losning till tentamen: 2017-12-19 k1 14% — 18%
Chalmers tekniska hogskola Matematisk statistik for K (TMAO074)

1.

(a)

Lat A; beteckna héndelsen att Maskin i fungerar, for ¢ = 1,2,3 och lat A beteckna
héndelsen att precis tva maskiner fungerar. A kan intriffa pa tre olika sétt, antingen
A1 N Ay N A§ (dvs att Maskin 1 och Maskin 2 fungerar, men Maskin 3 inte fungerar) eller
A1 NASN Az eller A{N AN As. Dessa tre handelser ar disjunkta och vi far darfor att den
sokta sannolikheten ar

P(A) =P((A1NA2NAS) U (A1 NASNA3) U (AT N AN Ag))
=PA1NAsNAS) +P(A1NASN Az) + P(AT N Az N Ajz)
=0.92-0.96-(1—-0.98)+0.92- (1 —0.96) - 0.98 + (1 — 0.92) - 0.96 - 0.98
= 0.017664 4 0.036064 + 0.075264
= 0.128992

Lat X beteckna den totala kapaciteten per minut, vi har du

P(X =0)=P(ASNASNAS) = (1 —0.92) - (1 —0.96) - (1 — 0.98) = 0.000064
P(X =2)=P(AN AN AS) = (1 —0.92) -0.96 - (1 — 0.98) = 0.001536

P(X =3)=P(A{NA5N A3) = (1 —0.92) - (1 — 0.96) - 0.98 = 0.003136
P(X =5)=P(A1NASNAS) +P(ATN AN As)

= (1-0.92)-0.96-0.98 +0.92 - (1 —0.96) - (1 — 0.98) = 0.076
P(X =7) =P(A; N Ay N AS) = 0.92-0.96 - (1 — 0.98) = 0.017664
P(X =8) = P(A; N A5N A3) = 0.92- (1 — 0.96) - 0.98 = 0.036064
P(X = 10) = P(A4; N Ay N A3) = 0.92 - 0.96 - 0.98 = 0.865536

Det sokta vianteviardet ges nu av

E(X)=0-P(X=0)+2-P(X=2)+3-P(X =3)+5-P(X =5)+7-P(X =7)
+8-P(X =8)+10-P(X = 10)
= 9.46.

En enklare 16sning ar att inse att maskinerna &r oberoende, s& om vi later X; beteckna
det forvintade antalet forpackningar som maskin ¢ producerar under en minut sa har vi
att

E(X)=E(X;)+E(X2)+E(X3)=092-5+0.96-2+0.98-3 =9.46

Log-likelihooden ges av

L(x;0) = 3logx; —4logf —lo 6—1):3 log z; — 4nlog 6 — nlog( l
(xi0) = 3 (31082~ 1080 ~log(6) ~ ) =33 logs — dnlogs — nlog(©) ~ 3
Vi deriverar med avseende pa 6:

0
50 L(x;0) = 4n0+9221‘1

=1

Slutligen sédtter vi %L(X; 0) = 0, loser ut €, och far



(b)

Om X; har tdthetsfunktion f(z) har vi

© g3 T 1 ey T
E(X3) —/0 T g1 €XP (—9> dx = 6@/@ x” exp (—9> dz

= [variabelbyte y = x /0] = g/ ytexp (—y)dy = 24! =46
0

Alltsa har vi

1 & 1 &
EO")=— ) E(X;)=-—) 40=10
i=1 i=1
sa skattaren ar vantevardesriktig.
Lat X; vara vikten pa &dpple 7 och lat YV = ?:1 X, vara den totala vikten. Vi har
Y ~ N(6-130,6 - 20%) och far
800 — 780

P(Y >800) =1 —P(Y < 800) =1 — &( ) =1 — ®(0.408) = 0.3416.

V6 - 202
Lat Y, = Y8, X;. Vi soker k sa att
800 — 130 - k 800 — 130k _ o

P(Yx > 800) = 1-P(Y};, < 800) = 1-® =0.95 = 0.05).
Yie = 800) = 17PN < 800) = 1= 0= Vi 20 (0.05)
Enligt tabell har vi ®71(0.05) = —1.6449, och har alltsa % = —1.6449. k ges darfor

av 16sningen till ekvationen 130k — 1.6449 - 20vk — 800 = 0. Loser vi denna ekvation far vi
att k = 6.80, och vi behéver alltsa ta minst 7 &pplen for att na den 6nskade sannolikheten.
Skattningarna ges av 7 = Sgy/Sze = 0.0002159201, B5 = y — fiz = —26.74022, och
s=0"= \/(Syy — Sg%y/Sm)/(n —2) = 1/45.63838/317 = 1/0.1439696 = 0.3794.

Vi vill testa Hy : 51 = 0 mot Hy : f1 # 0 pa niva a = 0.01. Vi berdknar ett konfidensin-
tervall for 5y,

S

I, = {[31“ itQ/Z(BN)\/ST:x
= [0.0001942, 0.0002375]

= [0.0002159201 + 2.5914 - 8.35 - 10~

Eftersom detta intervall inte técker noll kan vi forkasta Hy.

Det forvantade vardet ges av py (300000) = 35 + 30000057 = 38.03582. Prediktionsinter-
vallet ges av

1 (300000 — z)2

I, (300000) = (38.03582 +t, /2(317)5\/ L+ oo+ Sm) = [36.638, 39.434]

Lat xr och z g beteckna métningarna hos kvinnorna for och efter studien. Pa motsvarande
sitt 1at yr och yg beteckna métningarna hos ménnen. Vi berdknar forst stickprovsmedelvér-
den och stickprovsvarianser hos datan for respektive grupp. Resultaten sammanfattas i
féljande tabell:

Kvinnor Man
Vinteviarde Varians | Vantevirde Varians
Fore 133.3333 13.06667 135.2 10.7
Efter 131.6667  9.466667 131.8 7.7




Vi antar att xp ~ N(,U,KF,O'%(F) och xp ~ N(/,LMF,U%@) och vill testa
Hy:0g, =0oMmp
Hy: 0k, # omp

pa niva o = 0.05. Vi berdknar teststorheten T, = S%F/S?\/IF = 13.06667/10.7 = 1.221184,
som under Hy dr F(5,4)-férdelad. Enligt formelsamligen &r F,, 5(5,4) = 9.36 och eftersom
Tops < Foy2(5,4) kan vi inte forkasta Ho.

Vi har samma modell som i (a) men antar att ox, = oz och vill nu testa

Hy: pgp = pvp
Hy: pky # pp

pa niva a = 0.05. Den poolade variansskattningen ges av

553,  + 4s3 43.6333
=g = e = 1201481

Vi berdknar teststorheten

S

Tpe = —E—YE _ () 8893496

Spy/ st
Under Hy ar teststorheten t(9)-fordelad, och enligt formelsamligen ar ¢,/5(9) = 2.2622.
Eftersom |Typs| < to/2(9) kan vi inte forkasta Hy.
Vi berdknar skillnaderna i blodtryck fér varje person:
kvinnor man

Personnr |1 2 3 4 5 6|7 &8 9 10 11
Skillnad |2 -3 2 4 -8 -3[-6 -2 4 0 -5

Enligt modellerna ovan bér skillnaden for kvinnor vara N(Ag, 02)-férdelad och skillnaden
for mén vara N(Ayy, 0?)-fordelad. Vi vill nu testa

H() : AK = AM

Hy: Ag # Ay

pa niva a = 0.05. Vi har Di = —1.66667 Dj; = —3.4. En poolad skattning av o2 ges av

55D, + 4s7 112.5333
5= gt = e = 12,5037

Teststorheten ar nu B B
Dk —D
Tops = 222 = 0.809519
/1 1
Sp\/6 T 5
Under Hy dr teststorheten ¢(9)-férdelad, och enligt formelsamligen &r ¢, /5(9) = 2.2622.
Eftersom |Typs| < tq/2(9) kan vi inte férkasta Ho i detta fall heller.

Lat oss kalla vilken maskin som anvands for Faktor A, och vilken sirap som anvéinds for
Faktor B. Vi har ett forsok med tvasidig indelning och ansétter darfér modellen

Yijk = K+ a5 + B + (aB)ij + €ijr,

dér ;5 ~ N(0,0%), i = 1,2,3 betecknar vilken maskin som anviinds, j = 1 om sirap av
Maérke A anvinds och j = 2 om sirap av Mérke B anvédnds. Slutligen betecknar &k = 1,2,3
de tre matningarna per forsoksuppstéllning.



(b) De medelvirden vi behover dr forst medelvirdena for alla faktorkombinationer:
Y11 = 3.27  yo1 = 3.34  ys31 = 6.223333,y12 = 5.593333 22 = T7.68  y32 = 9.12.
Vi behover ocksa det totala medelviardet och det totala medelvardet for varje faktor:

Y11 + Y21 + y31)/3 = 4.277778,
Y12 + Y22 + Y32)/3 = 7.464444,
U1 + J12)/2 = 4.431667,
U21 + Y22)/2 = 5.51,
U31 + J32)/2 = 7.671667,
Y1+ y2)/2=5.871111.

td\ td\
||

=1
(91
= (
= (¥
= (¥
=y

(c) Vi kan anvinda medelvirdena fran (a) for att berdkna f6ljande kvadratsummor
$Sa =6 (@ —5)* + @2 — 9)* + (s — §)?) = 32.66641,
$Sp =9 (51— 9)* + (g.2 — ) = 45.6968,
SSE = Z(yzjk y’LJ - Z Zyljk‘ Syzg 92085337

ijk
SSrot = Y (Yijk — Zyz]k — 1872 = 90.81118,
ijk ijk

SSap = SSrot — SSE — 554 — SSB = 3.239433

(d) Baserat kvadratsummorna fran (b) kan vi nu fylla i alla filt i variansanalystabellen och
far

Variation = Kvadratsumma Frihetsgrader Medelkvadrat Teststorhet

Faktor A 32.66641 2 16.33321 21.28444
Faktor B 45.6968 1 45.6968 59.54929
Faktor AB  3.239433 2 1.619717 2.110716
Residual 9.208533 12 0.7673778

Total 90.81118 17

(e) Vivill testa Hy : AB =0 mot Hy : AB # 0. Med o = 0.05 far vi fran formelsamlingen att
det kritiska virdet for teststorheten &r Fo5(2,12) = 3.88. Eftersom F' = 2.110716 < 3.88
kan vi inte forkasta Hy, och vi har alltsa ingen samspelseffekt.

(f) Vi vill testa Hp : A =0 mot Hy : A # 0 samt Vi vill testa Hy : B = 0 mot H; : B # 0..
For Faktor A &r det kritiska virdet for teststorhetern Fp5(2,12) = 3.88 och eftersom
F = 21.28444 > 3.88 kan vi forkasta Hy. For Faktor B har vi istéllet det krtiska vérdet
Fo.05(1,12) = 4.47 men aven i detta fall har vi F' = 59.54929 > 4.47 och kan forkasta H.



