LABORATION 2
MATEMATISK STATISTIK FOR K, TMAQ74

1 Introduktion

Syftet med den hér laborationen &r att fa en djupare forstéelse for punktskattningar och konfidensin-
tervall samt ldra oss hur vi kan anvinda Matlab for att berdkna dessa storheter.

2 Stora talens lag

Ett exempel pa en punktskattning ér att anvinda stickprovsmedelvirdet X,, = % 1 X, som skat-
tning av vantevirdet i en fordelning. For ett stickprov av oberoende likaférdelade slumpvariabler
X1,...,X, med vintevirde p och en dndlig varians o2 har vi tidigare visat att E(X,) = p och
V(X,) = 02/n. Enkelt sagt betyder det att stickprovsmedelvirdet kommer avvika fran vintevirdet

allt mindre da n viaxer. Vi kan precisera detta lite mer via den sa kallade stora talens lag som séger
P(| X, — | >¢) =0, ddn— o0

for varje € > 0. Ett sdtt att illustrera detta &ar att kasta en tdrning ménga ganger och se att de
successiva medelvirdena konvergerar mot viantevardet. Simulera forst 100 tarningskast:

>> X = floor(6*rand(1,100)+1)

Funktionen floor avrundar nedat och rand drar ett likformigt tal mellan noll och ett. Foérvissa er
om att elementen i X verkligen har en fordelning som tarningskast. Vi anvénde i forra laborationen
funktionen randi for att simulera tarningskast och ett alternativt sétt ar att anvinda den funktionen
igen.

Vi vill nu berdkna alla successiva medelviarden av X, ett sitt att gora detta ar

>> Xbar = cumsum(X)./(1:100)

Funktionen cumsum returnerar en vektor dér element k dr summan av de k forsta elementen X.
Notationen ./ betyder elementvis division och 1 : 100 skapar en vektor med elementen 1,2, ..., 100.
Plotta Xbar och gér sedan om experimentet med 1000 tarningskast.

e vad verkar medelvirdet konvergera mot?

e Vad ar det teoretiska vantevardet?

3 Maximum likelihood

Vi ska nu titta ndrmare pa maximum likelihood-metoden for parameterskattning.
Borja med att simulera data:

>> livslangd = exprnd(300,200,1);

Antag nu denna data dr observationer av exponentialférdelade livslingder av nagon viss kompo-
nent. Vi kédnner inte den forvintade livslingden hos komponenterna och vill darfor uppskatta den
baserat pa datan, det vill sdga vi vill skatta parametern [ i exponentialférdelningen. Borja med att
berdkna log-likelihoodfunktionen och plotta den som funktion av g8 for alla virden mellan 8 = 50
och 8 = 500:
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>> beta = linspace(50,500,500);

>> L = -sum(livslangd)./beta -length(livslangd)*log(beta);
>> plot(beta,L)

>> xlabel(’beta’); ylabel(’L’)

Forsdkra er om att ni forstar varfor uttrycket for log-likelihooden ser ut som det goér! Kom ihag att
ML-skattaren 3* ges av det virde av beta som maximerar log-likelihoodfunktionen. Det kan vara
svart att se var maximat ar sa vi kan zooma i figuren for att se tydligare.

e Var ligger maximat?
e Vad ar det teoretiska uttrycket for ML-skattaren 5*7

e Vilket virde far vi om vi sétter in datan vi har i uttrycket for ML-skattaren? Det vill séga,
vad ar skattningen av 3 baserat pa den observerade datan.

e ML-skattning finns implementerat i Matlab fér manga standardférdelningar, via kommandot
fitdist. Anvind funktionen for att skatta parametern och jamfér med uttrycket ni fick genom
att manuellt berakna ML-skattaren: dist = fitdist(livslangd’,’Exponential’).

4 Konfidensintervall

ML-skattaren 8* ar en stokastisk variabel som beror av observationerna, och om vi skulle méta 200
nya komponenter skulle skattningen bli annorlunda. For att illustrera detta tanker vi oss att vi gor
1000 upprepade forsok dar vi i varje férsok méter n = 200 komponenter. Sétt det sanna viardet pa
till 300 och simulerar data fran 1000 férsok:

>> beta = 300;
>> X = exprnd(beta,200,1000);

Skatta nu S baserat pa varje stickprov och plottar resultatet:

>> beta_est = mean(X);
>> plot(beta_est,’*’)
>> hist(beta_est)

e Vilken typ av fordelning verkar skattningen av 8 folja? Varfor ar det sa?

Berdkna nu ett konfidensintervall for skattningen. Ett konfidensintervall med approximativ konfi-
densgrad o ges av

" CA g
[LaU]: B _Za/2ﬁaﬂ +Za/2% .

Kom ihédg att z, /o ar a/2-kvantilen i den standardiserade normalférdelningen och att §*/y/n ar
standardfelet for skattaren. Forsikra er om att ni forstar varfor standardfelet ser ut si! Berékna
grinserna for varje stickprov som

>> alpha = 0.05;
>> L = beta_est - norminv(l-alpha/2)*beta_est/sqrt(200);
>> U = beta_est + norminv(l-alpha/2)*beta_est/sqrt(200);

Plotta de 100 forsta intervallen

>> figure; hold on
>> for(i = 1:100); plot([L(i) U(i)],[i il); end
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Eftersom vi har satt o = 0.05 sa bor ungefar 95% av intervallen ticka det sanna viardet pa parametern.
Vi kan berdkna tdckningsgraden till exempel som

>>mean ((L<beta) . * (U>beta))
e Vad ar tackningsgraden?

Upprepa nu simuleringen av konfidensintervallen for olika stickprovsstorlekar (dvs byt n = 200 mot
andra virden pa n) och undersok hur intervallen dndras for olika virden pa n, testa bade stora och
sma varden, till exempel n = 5, 20,200 och 2000.

Detta &r ett bra tillfille att trdna pa att skriva egna funktioner for att underldtta analysen. Sa
om ni vill kan ni istéllet for att kora koden direkt for olika varden pa m kopiera in koden ovan i en
funktion som tar n som parameter och simulerar X och berdknar sakerna vi ir intresserade av. Ni
kan dven lata a och antalet upprepningar av forsoket vara parametrar till funktionen.

e Hur paverkas bredden av intervallen nir vi dndrar n?

e Paverkas dven tdckningsgraden? Testa speciellt for sma virden pa n. Kan ni férklara vad som
hénder? Ett tips for att forsta vad som hénder ar att titta pa féordelningen for skattningen av
£ genom att plotta histogram.

Antag att det sokta intervallet for livslingderna blev Ig = (299.53,382.95). Med 95% sékerhet
kan vi alltsa sdga att intervallet innehaller den férvintade livslingden . Observera att tolkningen
av intervallet INTE &r att sannolikheten ar 0.95 att en komponents livsléngd ligger i intervallet. Om
vi vill uppskatta denna sannolikhet anvander vi att X = livslangd” ar Exp(f), berdknar P(299.53 <
X < 382.95) och anvénder skattningen av [ i berdkningen.

e Uppskatta sannolikheten att livslangden for en komponent ligger mellan 299.53 och 382.95
dagar.

5 Projektuppgift

Utfor den andra delen pa projektet.
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