Matematiska vetenskaper Losning till tentamen: 2019-01-07 k1 14%0 — 18%
Chalmers tekniska hogskola Matematisk statistik for K (TMAO074)

1. (a)

Lat R, B, S beteckna héndelserna att respektive farg fungerar. Eftersom pennorna fungerar
oberoende av varandra ges sannolikheten av

P(R°N B°NS) = P(R)P(B)P(S) = (1 —0.9)(1 — 0.8)(1 —0.4) = 0.1-0.2- 0.6 = 0.012.

Lat Pgr, Pp, Ps beteckna héndelserna att respektive mérke véljs och F' att den valda pen-
nan fungerar, vi har da

P(F) = P(F|Pg)P(Pg) + P(F|Pg)P(Pg) + P(F|Ps)P(Ps) = 0.9% + 0.8% + 0.4% =0.7.

Vi anviander Bayes formel och berdknar

P(F|Pg)P(Pr) 093 9

P(PrIF) = P(F) 07 21
P(F|Pg)P(Pg) 0.8% 8

P(EsIF) = PJ(BF) == 07 ~ a1
_ P(F|Ps)P(Ps) 043 4
P(BsIF) = P(F) 07 = o1

Baserat pa datan beriiknar vi i = Z = 493.3 och 6% = s? = % S0 (x; — )2 = 72.9. Fran

formelsamlingen har vi att £p95(9) = 1.8331. Baserat pa detta kan vi berdkna att dvre
begrénsat konfidensinteravall for u: I, = (=00, a) dar

S &8.5381
=x+t 9)—— =493.3 + 1.8331 ———— = 493.3 + 1.8331 - 2.7 = 498.25.
@ =T +1095(9) 5 710

Eftersom intervallet inte técker 500 kan vi forkasta Hy.

Lat X beteckna vikten, vi vill vilja d sa att P(i—d < X < i+d) = 0.95. Lat Z beteckna
en N(0,1) variabel, vi har da

095=P(p—d<X<p+d) =Plpg—d<oZ+ia<j+d)
P(—d<é6Z <d)=P(—d/6 < Z <d/5)

Alltsa har vi att d/6 ar lika med Mg 25 = 1.96 och alltsd d = 1.966 = 16.7348.

Om X ~ Po(6000) har vi enligt CGS att X approximativt ar N(6000,6000). Den sokta
sannolikheten ges av

5800 — 6000
v/6000

Om man berdknar sannolikheten utan normalapproximation fas 0.0048.

Viéntevirdet dr 6000/1000 = 6 blodkroppar per mm?. Lit Y beteckna Po(6) fordelningen,
den sokta sannolikheten ar

P(X < 5800) ~ ® ( > = $(—2.582) = 1 — & (2.582) = 0.0049.

P(Y <5)=py(0) +py(1) + py(2) + py(3) + py(4)
6° 5,6 ¢ 6 5, 6 4 6
= ﬁe + ﬂe + 58 + ge + Ie
= e 9(14+6+ 18436 + 54) = 155¢ % = 0.2851.



4. (a) Vi borjar med att berdkna de kvadratsummor och medelvirden som behévs: = 3.667,

7§ = 75.6167,
6 6 6
=) (2;—%)* =16.0733, Sy, => (4i—9)> =7802, Spy=> (2;—)(y;—y) = 351.83,
=1 =1 =1

Vi har nu 87 = Spy/Sex = 21.8905 och By = y — BiT = —4.6485. Vi berdknar Qy =
Syy— 52,/ See = 99.743 och s? = Qo /4 = 24.93. Kvantilen vi behover ér to,25(4) = 2.7764
och vi har

Igo = [ —t0025 4 \/1/6+$2/Szx, BO +t0025 \/1/6—1—3}2/5353;] = [—18.5344, 9.2374]

Ig, = 1B} — t0.025(4)8/\/Suz, B + to.025(4)s//Sea] = [18.4323, 25.3487]

(b) Det sokta konfidensintervallet &r

(85 + 513 £ to.025(4)5/1/6 + (3 — £)2/Sua] = [54.9114, 67.1346].

(c¢) Det sokta prediktionsintervallet ar

By + B3 % toons(D)sy/1+ 1/6+ (3 — 2)2 /sm] — [45.8714, 76.1746].

5. (a) Om studenterna klarar tentan oberoende av varandra da &r antalet studenter som klarar
tentan Bin(ng,, ps,), dir ns, ar antalet studenter som skriver tentan det aret.

(b) Vi har log-likelihood funktionen
Nar T Ngr—T
L(x;ar p) = log(p()) log (( . )pér(l — Par)™ )

=log <<nir>> + zlog(psr) + (nar — x)log(1 — psy)

Vi deriverar med avseende pa ps, och sétter derivatan lika med noll:

OL(wipsr) _ & mar—z _
apér DPar 1- Dar
(1 _pér)x _pér(nér - .’B) =0=

T — parnar = 0 = par =

Alltsa dr ML-skattaren p3,. = x/ns,.
(c) Vi har
E(X ) NarPar

E * = = — = Pg
(pa'r) nér nér pa’f'

alltsd &ar skattaren vintevardesriktig. Variansen &r

V(p’f ) _ V(X) _ nérpér(l _pér) _ pér(l _pfir)
. nag,r ng,r Nar

(d) For 2017 har vi nagi7 = 51 och w917 = 28 och far alltsa pl,,, = 28/51 = 0.549. For 2018
har vi ngg1gs = 60 och 2018 = 39 och far alltsa ph,;3 = 39/60 = 0.65.



(e)

Vi vill testa Hy : poo17 = p2o1s mot Hy : pag17 # p2o1s- Vi har nogi7p5gi7(1 — p3g17) =
12.63 > 10 och nagi18p5gi(1 — P3p15) = 13.65 > 10. Alltsa dr det OK att anvinda CGS
for att approximera bada fordelningarna med normalférdelningar. Vi kan nu berékna ett
95% konfidensintervall for pog17 — pog1g enligt

* * * *
I R I p2017(1_p2017)+p2018(1_p2018)
p2o17—p2018 — | P2017 — P2018 T 20.025
n2017 12018

= [~0.101 £ 0.1823] = [—0.2832, 0.0813] .

Eftersom konfidensintervallet tacker noll kan vi inte forkasta Hy. Alternativ kan vi an-
vanda en poolad variansskattning for testet. Skatta

. 28439

- — 0.6036
P = 5160

och anvand

V(p2017 — p2018) = p* (1 — p*) < > = 0.0087.

51 60
Vi beraknar teststorheten

T — Pa017 — P3018 — _1.0839

v/0.0087

Vi jamfor denna med det kritiska virdet zgg25 = 1.96 och eftersom |T'| < 1.96 kan vi inte
forkasta Hg.

Lat x 4; beteckna métningarna av Méarke A xp; métningarna hos Mérke B. Vi berdknar
forst stickprovsmedelvirde och stickprovsvarians hos datan for respektive mérke:

‘ Vantevarde Varians
Marke A 10.9286 1.0557
Marke B 9.5833 2.5777

Vi antar att z4 ~ N(ua,0%) och 25 ~ N(up,0%) och vill testa

Hy:0op=o0pR
H,:op#o0p
pa nivd a = 0.05. Vi berdknar teststorheten T,ps = s%/s% = 2.5777/1.0557 = 2.4416, som

under Hy dr F'(5,6)-férdelad. Enligt formelsamligen ér F,, 5(5,6) = 4.38 och eftersom
Tops < Foy2(5,6) kan vi inte forkasta Ho.

Vi har samma modell som i (a) men antar att o4 = op och vill nu testa

Ho:pa=pp
Hy:pa# pp

pa niva a = 0.05. Den poolade variansskattningen ges av

654 + Hs?
2 A B
= L —*2 =1.7475
K 11

Vi beréknar teststorheten 3 _

TA— B
——F—— = 1.8291
Spy/ T+3
Under Hy &r teststorheten ¢(11)-fordelad, och enligt formelsamligen &r t,,/5(11) = 2.2010.
Eftersom |T,ps| < to/2(11) kan vi inte forkasta Ho.

Tobs =

3



()

For Wilcoxons ranksummetest testas om medianen hos de tva fordelningarna &r lika. Lat
m = 6 vara antalet métningar for det mindre stickprovet och 1at n = 7 vara antalet
métningar for det storre. Vi borjar med att ordna de m + n virdena i 6kande storleksor-
dning och ger varje observation en rank R; fran 1 till m 4+ n. I fallet da flera métningar
har samma vérde tilldelas dess medelvardet av motsvarande ranker. Vi bildar nu test-
storheten W,,, som summan av rankerna fér det mindre stickprovet. Vi forkastar W, om
dess observerade véirde ligger i det kritiska omradet for testet, som anges i tabell.

For datan héar har vi

Maétning | 80 84 9.1 9.2 9.6 100 103 104 11.0 11.2 122 122 124
Marke B B B B A A A B A A A A B
Rank 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10 115 115 13

Summan av rankerna féor Marke B &ar alltsa 1 +2 + 3 +4 4+ 8 + 13 = 31. Enligt tabellen
ar undre och 6vre kritiska virden for W,, 28 och 56. Eftersom 31 ligger i detta intervall
kan vi inte forkasta Hy.



