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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik TMA321

Tid: den 29 maj, 2017

Examinator och jour: Erik Broman, mob. 073 7320791,

Hjalpmedel: Typgodkind minirdknare, egenhéndigt skriven formelsamling
om tva A4 fram och bak (dvs 4 sidor), samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 8 fragor om sammanlagt 50 poéng. Preliminéra betygs-
granser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29 podng

betyg “4”: 30 till 39 poing

betyg “5”: 40 eller fler podng.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade och motiverade. Talen &r ej ord-
nade efter svarighetsgrad.

1. Lat X vara en slumpvariabel med tathetsfunktion

caz? om0<z<1,
f(as){ : p

T vz om 1<z <2

(a) Bestiam konstanterna ¢, co si att medianen f6r X blir 1. (2p)
(b) Berikna vantevirdet av X. (2p)
(c) Hitta fordelningsfunktionen Fx(x) for slumpvariabeln X. (3p)
Lo6sning:

(a) Vi har att

1 1
3 :/0 ciridr = %1

12 223217 2
= :/ cov/ads = ¢y | 22 = E(\/g— 1)
2=, 3 |, 3

s att ¢; = 3/2 medans

2 _ 3
sa att Coy = m
(b) Vi har att

1 2 5/212
2
E[X] =¢ / 23dx + co 2324y = & + co a:
0 1 4 5 1

3,3 2(v32 - 1) 3(v32-1)
8 4(VB-1) 5 10(v8 —1)

[\

_3
8
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(c) Vihar att for « € [0,1] géller att

r r 337" 23
_ _ 20 — 2 |22 -
x)_/_oof(s)dS—/O ClSds_2[3L 5
For z € [1,2] far vi da att
/ £(s
23/237
/f ds+/f m[s ]
3 1

3 22%%-2 1 2%%2-1 28?4+ 8-2

‘fw@fl) 32 aso1) 28— 1)

Dessutom géller att F'(z) =0 om < 0 och F(z) =1 om = > 2.

2. Lat X ~ U{l1,...,n} och givet att X =k, 1at Y ~Poi(k).

(a) Hitta den gemensamma slf fér X,Y och beriikna E[eX~Y]. (3p)
(b) Beridkna E[Y]. (2p)
L&sning;:

(a) Viharatt P(X =k) =21 for k =1,...,n och att

l

k
P(Y =X =Fk) = e “kfer1=0,1,2,..

Vi far att
kl
P(X=kY=0)=PY =1|X=kPX =k) = ll—e*k
In
for!=0,1,...ochk=1,...,n
Dérfor blir
n o0
Ee Y=Y Y "'PX =k Y =1
k=11=0
_ k—1 —k _
=D > et =2 00 T
k=11=0 k=1""1=0
B 1 n ke 61/(»3 n—1 ke el/e en/e -1
7n];e on I;)e on oelle—17
(b) Vihar att E[Y] = E[E[Y|X]] dér vi vet att E[Y'|X] = X ty Y ~Poi(X

Dérfor blir E[Y] = E[X] = 2L

).
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3. Per och Lina har en kvadrat hemma hos sig. De vill skatta arean och méater
darfér upp sidan pa kvadraten tva ganger. Dessa métningar representeras
av tva oberoende slumpvariabler Sy, Sy ~ N (L,a2) dar L ar kvadratens
sanna sidolangd.

Per tycker att de skall skatta arean genom att ta medelvardet av skatt-
ningarna for sidoldngden och kvadrera, medans Lina tycker att det verkar
battre att helt sonika multiplicera de tva skattade vérdena.

(a) Ange Pers respektive Linas skattningar av arean, och undersok vin-
tevirdesriktigheten hos dessa. (3p)

(b) For den eller de skattningar i uppgift (a) som &r vintevirdesriktiga,
beriikna MSE (i termer av 02 och L), dvs den férviintade kvadratiska
avvikelsen fran det sanna vérdet pa arean. (3p)

L&sning:

(a) Lat arean betecknas av A och lat
A 5145\ 2 .
Ap: ( 1;— 2) och AL25152

beteckna Pers respektive Linas skattningar av arean. Vi har da att

E[AL] = E[Si]E[S:] = L? = A

som dirmed dr VVR. Vidare giller att E[S?] = Var(S;) + E[S;]? =
0% + L? si att

2 2 2
E[AAL]:E|:(SI—ZS2) ] :E[Sl +524+25152]
2 2 2 2 2
:]E[Sl];-L _c +L2+L 124022 £ L2

Vi drar darfor slutsatsen att Linas skattare &r VVR medan Pers inte
ar det.

(b) Vi skall berikna E[(Af, — L?)?]. Vi far att

E[(Ap - L*)*] = E[(S15, — L*)?]
= E[S?S2 4+ L* — 28,5, L% = E[S?]? + L* — 2L*
= (Var(S1) + E[S1]?)? — L* = (0® + L*)? — L* = o* + 20°L°.

4. Lat X4,..., X, vara i.i.d. med tfkn
f(x) = (a/2— 1)z~ for > 1, dir a > 4.

(a) Hitta MME (momentskattaren) fér a. Vad hinder om o < 27 (3p)
(b) Hitta MLE (maximum likelihood skattaren) for a. (3p)
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Losning:
(a) Vi har att
(o)
E[X] = / )2 —1)z=2dx = ()2 — 1)/ 2t 2 dy
1 1
a/2-1 a—2
Ca—4

=(a/2=1) {;i://ZIO T a/2-2

Detta géller dock bara om « > 4, annars blir E[X]

oo och moment-
skattare saknas. Momentmetoden ger att vi skall 16sa ekvationen

_ a—2 _ _
X = X—-1)=4X -2
= & o )
vilket ger ~
. 4X =2
&= —= .
X -1

(b) Likelihooden &r

n n —o/2

f(X1,.. Xala) = ] f(Xkla) = (e/2-1)" (H ) I(X1,..., X, > 1),
k=1 k=1

sé att
I(@) = nlog(a/2 — 1) — %Zlog(Xk) FlogI(X1,..., X, > 1).
k=1
Vi ser att
n/2 1 <
I'(a) = 2% log(Xy) =
@)= 3y 2o e
och n
l// _
Villkoret (o) = 0 ger
2n
=24+ v
> 1 10g(X)
vilket vi fran uttrycket for I’ () ser ar ett maximum
5. (a) Visa att den momentgenererande funktionen for Z ~ N(0,1) &r et /2.
(2p)
(b) Anvénd (a) for att hitta den momentgenererande funktionen fér X ~
(2p)

N(p,0?).
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(c) Harled den momentgenererande funktionen for Z; + --- + Z,, om
Zi,..., 2y ariid. N(0,1). (1p)

(d) Lat N ~Poi(\) for nagot A, och lat sedan

N
Y=Y 2,
k=1

dar Zy,Zs,... ariid. N(0,1). Bestam den momengenereande funk-
tionen for Y. Jamfor ditt svar med det i (c) och diskutera kort. (3p)

L&sning;:

(a) Vi har att
M) =Bl = [ e s
oo V21

o0 o0
—00 27 — 00 27
2 o 1 —s2 2
:et/Q/ ———e 2 ds=¢ /2
— 00

21

(b) Vi kan skriva X = u+ 07 sa att
My (t) = E[ettoD)1) = el M, (ot) = eltTo7 /2,
(c) Vi far att

n 2
Mz, sez,(t) = [] Mz, (1) = /2.
k=1

(d) Vi har att

=
I

=
9]

Y] =E[E[e"|N]]

= i E[e¥*|N = n|P(N =n) = i E[e(Z1 2 P(N = n)

n=0 n=0
5 n
0o oo \et /2>
25 A" _ ( _ t2/2 t2/2
— § ent /2 '6 A e A E ' —e )\e)\e :e)\(e 1).
n. n.
n=0 n=0

Detta &r INTE en mgf for en normalférdelad slumpvariabel. En de-
terministisk summa av oberoende N(0,1) &r alltsd normalférdelad,
medans en slumpmaéssig summa ej behover vara det!

6. Amnet polonium &r mycket giftigt men dédar relativt langsamt. FSB vill
anvinda det for att ha ihjil regimkritiker som bor utomlands. De &r in-
tresserade av att hitta ldmplig dos for att deras agenter skall hinna aka
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hem val i tid innan offret avlider. FSB gjorde en foérstudie pa 9 rattor och
fick foljande resultat:

dos (ug): 10 11 12 13 14 15 16 17 18
overlevnadstid (h): 188 189 180 181 177 183 176 175 168
Data kunde sammanfattas med S;, = 60, Sy, = 348 och S, = —128.

Forskarna vid FSB ansatta en linjir regressionsmodell y = 8y + S1x dér
x dr dosen och y &verlevnadstiden i timmar. Hjéilp dem med foljande

uppgifter:
(a) Skatta S, B1. (2p)
(b) Skapa ett 99% konfidensintervall for 81 och testa huruvida 8; = —2
pa 99%-nivéan. (2p)
(c) Ange forklaringsgraden och berdkna residualerna. Verkar deras mo-
dell rimlig? (2p)
Losning

(a) Vi har att

By = gzz ~ —2.133 och By = § — f1T ~ 209.533
(b) Vi anvénder att )
e~
och far med hjilp av tabell att tg.005(7) = 3.4995 sé& att
099 =P (—3.4995 < % < 3.4995)
—Pp (/3} _ 3.4995\/% < B <P+ 3.4995\/%) .

Vi har att

1 S2
2 = — (Syy - S”) ~ 10.7048

s& att s, = 3.2718. Ett 99% numeriskt K.I. for 5; blir da

Sy
V SIJ

D& —2 € Ig, forkastar vi ej Ho pa 99% nivan.

Ig, = B + 3.4995 ~ [-3.6115, —0.6552].
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(c) Forklaringsgraden blir

52
RZ=_—"2Y  ~(.7847
Sea Yy

vilket kan betecknas som ok. Residualerna blir

€1 €2 €3 €4 €5 €g €7 €g €9
—0.2000 2.933 -3.933 —-0.800 —2.667 5.467 0.600 1.733 —3.133

vilka ser ok ut och inte tyder pa nagot annat férhallande &n linjart.
Storre studier bor nog genomforas.

7. Lat Xq,..., X, vara i.i.d. geometriskt férdelade slumpvariabler. Betrakta

hypoteserna

1 3
Hofp=§0ChH13p=1-

(a) Séatt upp likelihood ration och hérled ur denna enklaste mojliga test

med tillh6rande forkastningsomrade. (3p)

(b) Om n = 12, bestdm forkastningsomrade (RR) motsvarande signifi-

kansniva 1% for ditt hirledda test. (3p)

(¢c) Vilken styrka far du for ditt test i (b)? (2p)
Losning:

(a) Vi har att

n

=TI rxulp) = T -0 ' = [0 -0 2,
k=1

k=1 k

Il
-

sa den sokta LR kvoten blir

lik(1/2)  TTiei (1 —1/2)% 245

lik(3/4) [T, (1 —3/4)Xk 1%34

1 X1+ +Xn
_ () 4X1+~~+Xn3—n _ 2X1+”'+Xn3—’ﬂ.
2

Vi forkastar Hy om denna kvot ar liten, vilket &r ekvivalent med att vi
forkastar om X+ - -+X,, dr litet. Vart RR blir nu { X 1+ - X, < ¢o}
dér konstanten ¢, bestdms av signifikansnivan.

(b) Vi far rikna lite. Vi kan observera att summan av n oberoende geom-
teriskt fordelade slumpvariabler dr negativt binomialférdelade. Lat
X:X1+"'+X12 s att

P(X =k) = <1k2_11> (;)1 2 (1 - ;)k_m = <k1_1 1) 27k,
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Vi har att
11 12 13
P(X < 14) = 9-12 213 271 ~ 0.0065
(X=14) (11) w2 (11) "\ ’
medans

14

P(X < 15) =P(X < 14) + (11

>215 ~ 0.0176.

Vart RR blir darfor {X < 14}.
(c) Styrkan ges av

1 — B =P( forkasta Ho|H; sann ) = P(X < 14|X ~ NegBin(14,3/4))

pORSH RSO RCHRHIGNT

~ 0.2811.

8. Trettio elever skall delas in i tre klasser, klass A,B och C, med tio elever i
varje. Urvalet till klasserna &r slumpmaéssigt.

(a) De tre vinnerna Jenny, Penny och Lenny vill gdrna hamna i samma
klass. Vad ar sannolikheten att exakt tva av kompisarna hamnar i

samma klass? (2p)

(b) Ingen av de tre vinnerna gilla Kenny. P4 hur ménga sétt kan klas-

serna delas upp sa att ingen av de tre hamnar med Kenny? (2p)
Losning;:

(a) Sannolikheten att Jenny och Penny hamnar i klass A medans Lenny
inte hamnar dér ar

(%)
= 00730
10

Sannolikheten att Jenny och Penny hamnar i samma klass dr darfor

(%)
8/ ~
3@ ~ 0.2217.
10
Det finns sedan 3 olika val av duo som skall viljas till samma klass
s& den sokta sannolikheten blir

(¥)
8/ ~
QW ~ 0.665.
10
Alternativa och ekvivalenta uttryck kan t.ex. vara

6() () (5) _ 18() motor _ o (%)

Goto0)  Go)wnor (o)

3

4

;
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som man kan komma fram till med ett liknande resonemang ((287) for
tva i klass A, (199) for den tredje i klass B, (g) for att vilja tva av de
tre, och 6 for antalet permutaioner av de tre klasserna).

Om Kenny hamnar i klass A finns det

26\ (20

9 J\10
sitt som klasserna kan fyllas upp pé och som inte har J,P eller L i
klass A. Detta géller for alla de tre klasserna sa vi far till slut

26\ (20 26120! 26!
3(9)(10)( ool Cononor 8)

Ett nagot ldngre resonemang kan ge uttrycket

6 26\ /19 L3 26\ /18 6 26119! Lo 26118!
7 9 8 9 U\ 711919110! 81181919!

26! 26!
= 65001 (8 * 9 ¥ 10+ 3% 9% 10%10) = 357 (24 9 % 10 + 38)
26!
= Gioigi 20 * 19 * 18(= 1.731838079400000¢ + 12)

Detta resonemang bygger pa att vi delar upp i fallen att alla JPL
alla tre &r i samma klass och att tvd av dem &r det. Den "extra”
koefficienten 3 i den andra termen kommer fran det att de tva kan
valjas pa (;’) olika sétt.



