Tentamentsskrivning: Matematisk Statistik TMA321 1

Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik TMA321

Tid: den 28 augusti, 2019
Hjilpmedel: Typgodkéind minirdknare, egenhéndigt skriven formelsamling
om tva A4 fram och bak (dvs 4 sidor), samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 8 fragor om sammanlagt 50 podng. Preliminéra betygs-
granser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29 podng

betyg “4”: 30 till 39 poang

betyg “5”: 40 eller fler podng.

OBS! Alla l6sningar skall vara vél redovisade och motiverade. Talen ar ej ord-
nade efter svarighetsgrad.

1. En bridgehand bestéar av 13 kort dragna fran en standardkortlek bestaende
av 52 kort. I systemet HCP (High Card Points) tilldelas ett dss 4 poéng,
en kung 3 poéng, en dam 2 podng och en knekt 1 poéng. Alla andra kort
tilldelas noll poéng.

(a) Hur ménga bridgehéinder ger en totalpodng som ar exakt 37  (3p)

(b) Hur ménga bridgehénder ger en totalpoing som #r storre &n eller lika
med 37 (3p)

Losning:

(a) En bridgehand kan ha 3 poéng pé tre olika sétt. Antingen innehéaller
den bara en kung som det enda poangkortet, eller ocksa en dam och
en knekt, eller sa innehaller den tre knektar.

Antalet hinder med en kung och inga andra poadngkort ar

4\ (36

1/\12)’
ty kungen kan véljas pa fyra olika sétt, och de resterande 12 korten
maste véljas bland de 52-16=36 poéngldsa korten.

Antalet hdander med en dam och en knekt men inga andra podngkort

4\ 4\ (36

1/\1/\11)’
ty damen och knekten kan viljas pa fyra olika sétt, och de resterande
11 korten véljs som ovan.

Till sist har vi fallet med tre knektar, och vi ser att antalet hdnder

blir har
4\ (36
3/ \10
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Tillsammans far vi da

(1) ()= ()G () (o)

(b) Det &r enklast att berdkna antalet hinder med tva, en eller noll
poéng. Liknande som ovan ser vi att antalet hander som ger exakt

tva poang ar
4\ (36 n 4\ (36
1/\12 2/\11)’
att antalet hdander som ger exakt en poéng ar
4\ (36
1/\12)’
och att antalet hander som ger exakt noll poéng &r
36
13)°

Det sokta antalet hander blir darfor

(5-06-06-06-¢)

2. Lat 0 < € < 1 och lat X,Y, B vara tre oberoende slumpvariabler med
foljande fordelningar: X &r exponentialféordelad med parameter 1, Y ar
exponentialférdelad med parameter 1 — e och B ar Bernoulli-fordelad med

parameter € (dvs P(B =1) = e medans P(B=0) =1 —¢).

(a) Berdkna den momentgenererande funktionen f6r X (OBS: Tydlig re-
dovisning krivs d& man kan antas ha svaret pa sin formelsamling).

(2p)
(b) Berikna den momentgenererande funktionen f6r BY.
(¢) Vilken fordelning har slumpvariabeln Z om Z = X + BY?

L&sning;:

(a) Vi har att

Mx(t)=E [eXt} :/ e dx
0

for t < 1.
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(b) Vi har att

Mpy(t) =E [e®?Y'] =E [®Y|B=1]P(B=1)+E [¢"Y'|B = 0] P(B = 0)

=E[e""] e+ E ["] (176):i6+17€:i(6+1767t)

l—€e—1t 1—€e—1t
_(1=e(1—1)
T l—e—t
fort<1-—e
(¢) Viser att
Mxipy(t) =E[eXTBY] = E [eX] E [ePY]
1 (1-¢(1-1) 1—ce¢

1—t 1—e—t  l—e—t
och denna momentgenererande funktion kinner vi igen och ser att
Z ~Exp(l —e).
3. Lat X1, X», ... vara oberoende normalférdelade slumpvariabler dir X,, ~N(nu, 02).
Lat nu
yo X1t Xo+Xs X+ X5+ X3 o T — X1+ 11X+ 11X
3 ’ 6 3
(a) Vilka av Y, Z och W ar véntevdrdesriktiga skattare av u? (2p)
(b) Vilken/vilka av de vintevirdesriktiga skattarna ar effektivast? (2p)
(c) Lat
N i,
" n
Ar W, en konsistent skattare? (2p)
Lo6sning:

(a) Vi har att

E[X\] +E[Xo] +E[X3]  p+2u+3u

ElY] = 3 3 2,
E[X:] + E[Xo] + E[X3]  p+2u+3u
g7 = BN ELG] BN _ p ey,
och
E[X1] + 3E[Xs] 4+ 3E[X3]  pu+p+p
E[W] = — = s =n

sa att Z, W &r vantevirdesriktiga men inte Y.
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(b) For att jimfora effektiviteten mellan vintevirdesriktiga skattare be-
rédknar vi varianserna. Vi ser att

_ Var[Xy] + Var[X5] + Var[X3] o?+0?+0? o2

Var(Z) 62 36 12’

och

Var(W)

sd vi ser att Z ar effektivast.

(¢) Vihar att {or varje € > 0,

Var(W,,
B(W, — > ) < V(o)

1 Var(Xy) + $Var(Xz) + -+ - + 25 Var(X,,)

2 n?
102i1 <1a2°° 1 Co?
T2 n2 k2 ~ €2n k2  €2n?
k=1 k=1

dér vi anviint Chebyshevs olikhet och att -, | 75 dr éndlig. Vi ser
att lim, oo P(|W,, — ] > €) = 0 och déarfor & W, en konsistent
skattare av pu.

4. Foretaget Georgios solceller tillverkar solceller. Georgios vill testa hur stor
effekt hans solceller producerar som funktion av ljusstyrkan. Han samlar
darfor ihop data och sammanstéller i foéljande tabell.

Ljusstyrka (Lumen) 100 150 200 250 300 350 400 450
Effekt (W) 09 23 43 56 57 78 89 109

Georgios ansétter en linjar regressionsmodell y = Sy+ 12 dér y ar effekten
och z &r ljusstyrkan. Data sammanfattas med att S;, = 105000, S, ~
78.18 och S, = 2840.

Hjalp Georgios med att 16sa féljande uppgifter:

(a) Skatta By och B;. (2p)
(b) Skapa ett 95% konfidensintervall for 8; och testa huruvida 8; = 0 pa
95%-nivan. (2p)
(¢) Ange forklaringsgraden och berékna residualerna. Kommentera ditt
resultat. (2p)

(d) Vilken effekt bor man forvinta sig om lusstyrkan uppgar till 500
lumen? Vad hénder vid 20 lumen? Kommentera dina resultat. (1p)

Losning;:

 Var[Xy] + Var[Xo] + gVar[Xs] 3602 + 90 +40% 0249
N 9 N 36-9 S 1227
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(a)

(b)

Vi har att
Sey

T

B = ~ 0.027 och By = §j — /17 ~ —1.64.

Vi betraktar hypteserna Hy : 51 = 0 och H;y : f; # 0. Vi anvinder

att R
bi—B
sr/\/ Sx:v

och far med hjalp av tabell att g g25(6) ~ 2.447 s& att

£(6)

B — B
095 =P | —2.447 < ———= < 2.447
( - Sr/\/ Sxx -

Sp

=P (3 —2.447
(5 ! N

R Sy
< < 2447—— ) .
<BL < B+ m)

Vi har att

1 Sz
2 zy
= — — — | = 0.2275
Sp =3 (Syy Sxx) 0
s& att s, = 0.477. Ett 95% numeriskt K.I. for 3; blir d&
Sy
V Sflfﬁl)
Da 0 & I, forkastar vi Hy pa 95% nivan.
Forklaringsgraden blir

Ig, = B + 2.447 ~ [0.0234, 0.0306].

52
RZ=_—"2Y ~0.9825
Sz Yy

vilket &r mycket bra. Residualerna ar ey = y; — (,30 + Blmk) och vi
far att

€1 €2 €3 €4 €5 €6 €7 €g
-0.17 —-0.12 0.53 048 -0.78 —-0.03 —-0.28 0.37

Det &dr nagot anmérkningsvért att de stora residualerna alla hamnar
i mitten, men inga tydliga monster kan observeras sa vi kan inte dra
slutsatsen att ett specifikt annat samband skulle passa battre. Man
bor dock vara nagot forsiktig d& antalet méatpunkter ar sa lagt.

Enligt var modell far vi att med x = 500 sa bor effekten bli ca 11.89
W medans for 20 lumen s blir den ca -1.10 W. Den senare siffran
dr anmérkningsvard da den ar fullstdndigt orimlig. Man skall alltid
vara forsiktig med extrapolera utanfor sitt testomrade och hér ar det
rimligt att tro att solcellerna kanske behéver en minsta ljusstyrka for
att 6verhuvudtaget fungera. Om man da gar under den sa far man
bara nonsens.
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5. Lat Xi,..., X, vara ii.d. (dvs oberoende och likaférdelade) med fordel-
ning
2m* .
f(x)= 5 for x > m,
dér m > 0 dr en parameter vars varde dr okdnt. Betrakta hypoteserna
Hy:m=2och Hy : m # 2.

(a) Bestim den generaliserade likelihood-ration och motsvarande forkast-
ningsregion. (3p)
(b) Bestdm enklast mojliga test utifran ditt svar i (a). Bestdm dessutom

en lamplig férkastningsregion for ditt test om signifikansnivan skall
vara 1% och n = 10. (3p)
Losning;:
(a) Den generaliserade likelihood ration ges av
lik(2)
max,,>g lik(m)

A(m) =

Vi kan skriva tathetsfunktionen som

sa att likelihooden blir
-3
. s 2m2 n, 2n : s
hk(m):HX—gI(XkZm)ZQ m“"I(min(Xy,...,X,) >m) HXk .
k=1 k=1

Denna maximeras da m = min(Xy,..., X,) (vilket for ovrigt &r en
ML-skattare av m).

Den generaliserade likelihood ration blir da
lik(2
Am) = lik((m))
27227 [(min( X7, ..., X,)
22 [(min(X, . . ., Xn)
2\*" .
= <m> I(min(Xy,...,X,) > 2).

Observera att I(min(Xy,...,X,) > m) = I(min(Xy,...,X,) >

min(X7y, ..., X,)) = 1 pga definitionen av 7. Paradigmen séger att vi
skall forkasta Hy om A &r liten, sa var forkastningsregion kan skrivas
pa formen
9 2n 92 2n
— I(min(Xy,..., X,)>2)=( — I(rh >2) <c, 1
(2) i Xz =(2) Mwzn<a W

dér c viljs utefter 6nskad signifikansniva.
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(b) Det blir enklast att formulera testet i termer av /m. Vi ser fran (?7)

att vi forkastar Hy om antingen m < 2 eller om m "blir for stor”, dvs
om m > «y dar «y skall véljas utifran foreskriven signifikansniva.

For att berdkna v borjar vi med att observera att under Hy : m = 2
sé dr villkoret min(Xy,...,X,) > 2 automatiskt uppfyllt. Sannolik-
heten att gora ett Typ I fel ges darfor av

a=P@m>ym=2)

(Observera att P(rh < 2|m = 2) = 0). Eftersom signifikansnivan &r
1% maste da ~ viljas si att

=P >vlm =2) =P(min(Xy,...,X,) > v|lm=2)
=P(X;>7,....Xp, >29m=2)=P(X; >ym=2)"

() - (EL) -6

2 =0.01YC g5 att vy =

Vi ser att

2
0.011/(2n) "
Med n = 10 ser vi d& att

2

Vi forkastar darfor Hy om
m € (—00,2) U [2.52,00).

6. Lat (X,Y) vara tva slumpvariabler ddr X &r Poissonfordelad med para-
meter A dir 0 < A < 1, och givet att X = k sa dr Y Binomialférdelad
med parametrar k och .

(a) Bestim den gemensamma sannolikhetsfunktionen for (X, Y") och mar-

ginalsannolikhetsfunktionen for Y. (3p)

(b) Berikna E[Y]. (2p)

(c) Beriikna E[Y?] (2p)
L&sning;:

(a) Vi har att
P(X =k Y =1)=P(Y = I|X = k)P(X = k) = <k> Al(l_k)k—l&e—x

dér det kravs att k € {0,1,...} och att 1 € {0,...,k}.
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Vidare har vi att

— — - — _ _ = k l k—l)‘k —A
P(Y_z)_ZP(X_k,Y_l)_Z<Z>A(1 N e
k=l k=l
o0 ' k 20, -\ . k—1
I kk. it A)]H%e% == ; (mk Az))'
k=l ( o ) ' . k=l ( - )
NN A=A e g AN
T k! T I
=0

dir [ € {0,1,...}. Vi ser dérfor att Y ~Poi(\?).

(b) Om man lyckats fullt ut med uppgift (a) récker det att anvénda att
man kan férdelningen for Y for att se att E[Y] = \2.

Alternativt anvinder vi oss av att E[Y] = E[E[Y|X]] och eftersom
E[Y|X = k] = Ak sa ser vi att E[Y|X] = AX. Déarfor s& blir

E[Y] =EE[Y|X]] =E[MX] = AE[X] = A\?

dér vi anviander oss av att X &r Poissonfordelad med parameter \ s
att E[X] = A

(c) Aterigen kan vi anviinda (a) for att se att
E[Y?] = Var(Y) + E[Y]? = A\? + X%,

dér vi anvénder att en Poisson-fordelad slumpvariabel med parameter
~ har varians 7.

Alternativt borjar vi med att dra oss till minne att om Z ~Bin(n, p)
sa far vi att Var(Z) = np(l — p). Dessutom géller att Var(Z) =
E[Z?] — E[Z]? s4 att (liknande ovan)

E[Z?] = Var(Z) + E[Z]? = np(1 — p) + (np)>.
Detta innebir att E[Y2|X = k] = kA(1 — \) + (k)\)? sa att
E[YZX] = XA(1 - \) + (X))2
Vi ser dérfor att
EY?] =E [E[Y?|X]] = E[XA(1 - A) + (X))?] = A1-NE[X]+N’E[X?].
Vi vet att E[X] = A och som ovan ser vi att
E[X?] = Var(X) + E[X]? = A + \2.
Slutligen far vi da att

E[Y?] =E [E[Y?|X]] = M1-NE[X]+NE[X?] = A (1-X)+A°(A+A%) = A2 +A%
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7. Foretaget Rortillverkarna tillverkar ror. For att réren inte skall lacka ar
det viktigt att matten &r exakta. I tillverkningsprocessen finns det dock
sma osdkerheter vilket gor att rorens dimensioner inte blir precis sa som
man vill ha dem.

Rértillverkarna skall testa sin nya rortillverkningsmaskin och méter déarfor

skillnaden mellan den faktiska diametern pa réren och den foéreskrivna
diametern. De gbr det pa 10 rér och far foljande tabell 6ver avvikelserna

(i pm).

ror nr: 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10
avvikelse: 96 —-19 -8 18 16 47 41 55 —-21 74

Vi kan anta att avvikelserna &r oberoende och normalférdelade med pa-
rametrar f, o?.

(a) Hitta ett 95% K.I. for u om o2 ér okind. (2p)

(b) Anvénd ditt svar i (a) for att testa huruvida det kan finnas nagra

systematiska tillverkningsfel av rorens diameter. (2p)

(c) Vilket p-vérde har ditt test i (b)? (2p)
L&sning;:

(a) Da o2 dr okiéind far vi skatta o med

1 n
s? = Z(mk —7)? ~ 1568

n—1
k=1

s& att s ~ 39.6. Vi har att
X —p
R = ~

och vi ser fran tabell att ¢g.025(9) ~ 2.262. Vi far darfor att

#(9)

0.95 = P(—2.262 < R < 2.262) = P ()‘( — 2.262 p< X+ 2.2628> ,

Vo NG

s att ett 95% numeriskt K.I. ges av

s 39.6
1, =2% 2.262\/ﬁ ~29.9 + 2.262\@ ~
(b) Da p = 0 motsvarar att de inte har nagra systematiska tillverkningsfel
s& far vi testa Hy : p = 0 mot H; : p # 0. Genom att anvénda oss av
att u = 0 inte tillhor det 95% konfidensintervallet ovan sa forkastar
vi Hy p& 95% nivan och det verkar som om rortillverkarna faktiskt
har ett systematiskt fel i sin tillverkningsprocess.

[1.57,58.2].
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(c) p-virdet ges av den minsta signifikansnivan for vilket vi forkastar

nollhypotesen givet vara data. Om vi later T ~ ¢(9) s& ser vi att

p-virde =P <T| > ) ~ 2P(T > 2.39).

T
s/v/10
D4 2.39 inte finns i tabellen sa méaste vi interpolera mellan de nérlig-

gande virdena. Vi far da att

2.39 — 2.26
2.82 —2.26

s& att vart p-virde blir ca 2 * (1 — 0.9785) = 0.043.

P(T < 2.39) =~ 0.975 + (0.99 — 0.975) ~ 0.9785

8. Jons-Harald har stéllts infor nagra olika experimentella situationer som
lampligen modelleras som slumpméssiga skeenden. Jons-Harald behover
hjdlp med att identifiera lamplig slumpméssig modell. I varje deluppgift
nedan skall ni ange en relevant slumpvariabel med specificerad fordel-
ning. Ni skall &ven motivera kort men kirnfullt ert val av slumpvaria-
bel/fordelning. Vilka antaganden gor ni? (OBS: Ni behéver inte hérle-
da sannolikhetsfunktionerna/téthetsfunktionerna, bara motivera era val.
Uppgiften gir ut pa att kiinna igen situationer.)

(a)

Jons-Harald kastar pil pa en tavla 100 ganger. Tavlan har f&lt numre-
rade mellan 1 och 20 och Jons-Harald later X; vara det slumpmaéssiga
antalet ganger som han traffar omradet markerat 18. Vilken fordel-
ning har X7 (1p)
Aterigen kastar Jons-Harald pil, men nu later ha X, vara det totala
antalet kast som behovs till och med att han traffar faltet markerat
18 for forsta gangen. Vilken fordelning har X5? (1p)

Denna gang réknar Jons-Harald det totala antalet kast som behdvs
till och med att han tréffat féltet markerat 18 sammanlagt 5 ganger.
Om X3 &r detta antalet, vilken fordelning har da X3? (1p)

Jons-Harald raknar antalet sonderfall N fran ett radioaktivt prov
som sker under en timme. Ange en lamplig fordelning for N.  (1p)
Jons-Harald viantar pa att en radioaktiv atomkérna skall sonderfalla.
Hur skall han modellera vintetiden 7'? (1p)

Jons-Harald forsoker méta reaktionstiden hos ett elektriskt reld. Mét-
ningen av reaktionstiden ar behéftat med méitfel. Hur skall Jons-
Harald modellera detta métfel Myq;? (1p)

L&sning;:

(a)

Om kasten antas vara oberoende och att varje kast tréaffar nr 18 med
sannolikhet p s& &ar det totala antalet traffar X; binomialférdelat
med parametrar 100 och p. Om man dessutom antar att Jons-Harald
traffar alla falt med samma sannolikhet och aldrig missar tavlan helt
s& dr p = 1/20.
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(b)

Med samma antaganden som i (a) s& &r X, =antalet f6rsok totalt
geometriskt fordelat med parameter p. Detta da vi rdknar "till férsta
traffen”.

Detta dr en generalisering av situationen i (b) och med samma anta-
ganden som ovan dr X3 =antalet f6rsok totalt negativt binomialfor-
delad med parametrar r = 5 och p.

Situationer som dessa modelleras med hjélp av en Poisson-férdelning.
Man kan se det som en approximation till en binomialférdelning med
stort n och litet p, men binomialférdelningen &r opraktisk hér.

Sonderfallstider dr exponentialférdelade. Det &r svart att motivera
detta pa annat sidtt &n att man empiriskt vet att det stimmer bra.
Alternativt kan man séiga att om den ej sdderfallit innan tiden ¢ sa
paverkar inte detta sannolikheten att den sonderfaller inom ség en
sekund fran ¢, och detta leder till att det méste vara en exponential-
férdelning.

Lampligen anvdnder han normalférdelning hér. Anledninge till att
detta ofta &r det béasta valet ar att felen orsakas av en méngd olika
kéllor som var for sig ger oberoende, sméa bidrag till det totala felet.
En sddan summa kan enligt Centrala Gransvardessatsen approxime-
ras med en normalférdelning. Om instrumentet ar ratt kalibrerat bor
da Mye ~ N(O, a?).

Andra fordelningar kan dock ocksd komma ifraga (situationsberoen-

de).



