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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik TMA321

Tid: den 3 juni, 2019
Hjilpmedel: Typgodkéind minirdknare, egenhéndigt skriven formelsamling
om tva A4 fram och bak (dvs 4 sidor), samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 8 fragor om sammanlagt 50 podng. Preliminéra betygs-
granser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29 podng

betyg “4”: 30 till 39 poang

betyg “5”: 40 eller fler podng.

OBS! Alla l6sningar skall vara vél redovisade och motiverade. Talen ar ej ord-
nade efter svarighetsgrad.

1. Lat X,Y, Z vara oberoende Exp(\)-fordelade slumpvariabler. Lat K vara
en rektangel med sidléngderna X och Y, och 1at Ky vara en kvadrat med

sidlangd Z.
(a) Beriikna sannolikheten att omkretsen av Ko &r storre dn omkretsen
av K7. (2p)
(b) Berikna sannolikheten att omkretsen av Kj Gverstiger A. Berdkna
dven sannolikheten att omkretsen av Ky Gverstiger A. (2p)
(c) Lat K3 vara en rektangel med sidlangder X och 1/Y. Berdkna tét-
hetsfunktionen for arean av Kj. (2p)
L&sning;:

(a) Visoker P(2Z > X +Y) och denna kan beridknas med hjélp av den
gemensamma téthetsfunktionen fxy z(z,vy,2) = fx(z)fy(y)fz(2).
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Vi far da att
P(2Z>X+Y)
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For K5 har vi att
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(c) Lat A = X/Y beteckna arean. Vi har att
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for 0 < s < oo. Vi ser darfor att

fa(s) = Fiy(s) =

1

Detta ar for 6vrigt en Cauchy-fordelning.

2. T en population har 0.1% av alla genen gl och 0.5% har genen g2. Béda
dessa gener Okar risken for en specifik cancerform som vi hér kallar JT’s
sjukdom. Sannolikheten att en person

(i) Utan gl,g2 utvecklar JT’s sjukdom &r 1%.

(ii) Med gl men utan g2 utvecklar JT’s sjukdom ar 9%.
(iii) Med g2 men utan gl utvecklar JT’s sjukdom &r 4%.
(iv) Med gl och g2 utvecklar JT’s sjukdom &r 19%.

Vi antar att individer i populationen bar pa generna oberoende av varand-
ra. Vi viilljer ut en individ slumpmaéssigt (dvs likformigt i populationen).

(a) Vad dr sannolikheten att denna individ kommer utveckla JT’s sjuk-

dom? (2p)

(b) Givet att individen utvecklade JT’s sjukdom, vad &r sannolikheten

att hen bér pa gen gl? (2p)

(¢) Hur stor andel av alla som utvecklar JT’s sjukdom bér pa bade genen

gl och genen g2? (2p)
L&sning;:

(a) Vi far dela upp i olika fall. Lat G; = {vald individ béar pa gl},
G2 = {vald individ bér pa g2} och C = {vald individ utvecklar JT’s
sjukdom}. Vi séker da
P(C) =P(C|G] N G5)P(G; N GS) +P(C|GL N GS)P(G1 N GS)

+P(C|G§ N GQ)P(Gi n Gg) + P(C‘Gl n Gg)P(Gl N G2)
= 0.01 % 0.999 x 0.995 4 0.09 * 0.001 * 0.995 + 0.04 % 0.999 * 0.005
+0.19 % 0.001 % 0.005 ~ 0.0102.
(b) Vi soker hér
P(CNGy)
P(G1|C) = ———=
( 1| ) P(C) )

och vi har att

P(CNGy) =P(CNG1NG2) +P(CNG1NGS)
= 0.19 % 0.001 % 0.005 + 0.09 % 0.001 * 0.995 ~ 0.00009,

sa att
0.00009

0.01

P(G41]C) ~ ~ 0.0009,

dvs 0.9%.
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()

P(CNG1NGs) _ 0.19%0.001 % 0.005

FC) ~ 001 ~ 0.000095.

P(G1 N Gs|C) =

3. Lat Z ~ N(0,1), dvs Z har en standardiserad normalfordelning.

(a) Beriikna den momentgenererande funktionen for Z2. (2p)

(b) Lat Zy,...,Z, vara i.i.d. (dvs oberoende och likaférdelade) N(0,1).
Beriikna den momentgenererande funktionen for Z2 + - -- 4+ Z2. (2p)

(c) Lat N vara likformigt fordelad p&4 méngden 0,1,...,n — 1 och lat
Y =27 +...+ Z%.
Bestdm den momentgenererande funktionen for Y. (2p)
Losning:

(a) Vi har att

E [ez2t} = /OO —1 ezzte_zz/de = /OO —1 e_ZQ(l_Qt)/de
—0 27 — 00 2

1
={y=+v1-2tz} = i

e*yz/2dy —

1 <1
V1-2t [oo V2r
for t < 1/2.
(b) Vi har att

E {e(zf+--~+zﬁ)t} _
k

i ¢ [ezﬂ - <\/11_72t)n = (1—2t)""/2,

1

aterigen for t < 1/2.
(¢) Vi har att

E[e¥'] =E {e@f*“”?ﬂt} —E [E [e<Z12+“'+lev)t‘N}

n—1 n—1

=N"E [e(Zf+~-+Z?v)t N — k} P(N = k) = 1 E [e(Zf+~~+Zi)t]
k=0 " =0
n—1 —n
:l (1_2t)—k/2:lw
n & n(l-2t)1/2-1

4. Lat X vara en slumpvariabel med sannolikhetsfunktion
P(X=k)=(1—e e D for k=1,2,...,

dar a > 0.
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(a) Hitta momentskattaren (MME:n) for a. (3p)
(b) Hitta maximum likelihoodskattaren (MLE:mn) for a. (3p)
(c) Antag att vi har fatt foljande dataserie av utfall fran slumpvariabeln
X
6 13 16 9 21 17 10
Vad blir det numeriska vérdet pa skattarna ovan? (1p)
L&sning;:

(a) Viborjar med att notera att fordelningen helt enkelt &r en geometrisk
férdelning med parameter p = e~ ®. Darfor har vi att

1
= E[X].
l1—e @
Momentmetoden sidger oss att
1 - 1
- X I
1—e ¢ &€ X

sd att & = flog(l — %)
(b) Fér MLE:n har vi att likelihooden blir

lik(a) = f(X1,..., Xpla) = [] f(Xkle)

k=1

= H(]_ — e_a)e_a(xk_l) = (ea — ]_)n 6_0‘ ZZ:I Xk7
k=1
sa att log-likelihooden blir
l(a) =nlog(e*—1) — aZXk.
k=1
Vi deriverar denna funktion och far

o n 1 n

V@) =n——=> Xp=n—— _kZXk:O

=1

och vi ser att detta aterigen uppfylls av

1
v=—log(1—=]).
(0% Og< X>

" _ e
"(a) = ni(l mp— <0

Dessutom ar

s& att detta &r ett maximum.
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(c) Vi féar att T =~ 13.1429 si att
. 1
a(x) = —log (1 - _) ~ 0.0791.
T

5. Lisa-Bert méter halten av dioxiner i nio markprover. Lisa-Bert antar att
data kommer fran en normalférdelning med okéinda g och 2. Hennes
dataserie blev som foljer:

prov nr: 1 2 3 4 5 6 7 8 9

halt: 11.1 115 101 85 93 89 124 94 10.7
(a) Hitta ett 95% konfidensintervall for p. (3p)
(b) Hitta ett 99% konfidensintervall for o2. (3p)
Losning;:

(a) Vi borjar med att punktskatta p och o2 och ser att
fi=1~10.2
och

82:

| =

9
> (zi - 2)* ~ 1.704.
k=1

Vidare har vi att referensvariabeln

X—p
- Kk )
s(X)/V9
Enligt tabell har vi att ¢9.025(8) ~ 2.306 sa att
X —
0.05 = P(—2.306 < — ' < 2.306)
s(X)/V9
_ X - X
—P (X - 2.3068(3 ) < p< X+2.3068(3 )) ,
s& att ett 95% numeriskt konfidensintervall blir
v1.704
I, =i+ 2.306% ~ 102+ % ~[9.2,11.2].
(b) Hér anvinder vi referensvariabeln
n—1)s%(X

g

For x2-fordelningen har vi kvantilerna x3 505 (8) &~ 21.96 och X3 95 (8) ~
1.34. Vi far att

8s%(X) o2 < 8s%(X)

01=P(1.34 <
0.0 (1.34 < 21.96 - 134 >

85°(X) 21.96) =P (

o2 -
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Ett numeriskt konfidensintervall blir darfor

B [852(33) 852(50)} N [8*1.704 8 % 1.704

e ~ [0.62,10.2].

21.96 " 1.34 21.96 ° 1.34

6. Lat X1, Xo,..., X, vara i.i.d. U[0,6] och lat 6 = max(X1,...,X,) vara
en skattare for 6.

(a) Bestim téthetsfunktionen for slumpvariabeln . (2p)
(b) Beriikna viinteviirdet av 6. Ar skattaren viintevérdesriktig? (2p)
(¢) Ar 0 en konsistent skattare? (3p)
Losning;:

(a) Vi borjar med att berdkna férdelningsfunktionen. Vi har att

]P’(é < ) =P(max(Xy,...,Xpn) < x)

sé& att
fo(@) =no 2" ! for 0 < a <40.

(b) Vi har att

07 n+1

. 9 nt+1 79
E[f] = / anf """ tde = nh™" [m ] n
0 n+ 1

och vi ser att § inte &r vantevardesriktig.

(¢) Konsistens innebér att for varje € > 0, lim, ]P’(|9n — 0| > ¢). For
att visa konsistens kan man anvianda t.ex. Chebyshev’s olikhet, eller
s& raknar man bara pa. Vi har ndmligen att

IP)(|én_9| S‘f):P(_eSén—gSG)
=PO—-€<6,<0+¢)=P0O—c<b,<0)

0 n _ _ A\n
— / n@‘”x"‘ldaz — ¢ (0 6) ;
0 o

—€

dar vi anvinder att én maste vara mindre &n 6. Vi har darfor att

P(|6, — 0] > €) =1 —P(|f, — 0] < ¢) = (175) -0, dan — .

7. I Solna vill Gubb-Jan understka hur rattor absorberar substansen Q fran
fédan de intar. Gubb-Jan gor dérfor en serie av kontrollerade experiment
dér rattorna far olika doser av substansen Q, och sedan tas biopsier pa
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rattorna for att se hur mycket av &mnet som har tagits upp. Gubb-Jan
fick foljande méatserie:

Dos i maten: 30 40 50 60 70 80 90 100
Upptagen méngd: 4.87 6.09 6.38 5.89 6.99 6.37 8.48 6.85
Data kunde sammanfattas med S;, = 4200, S, = 7.51 och S, = 134.4.

Gubb-Jan ansétter en linjar regressionsmodell y = 5y + S1a dér  dr dosen
i maten och y upptagen méangd. Hjidlp Gubb-Jan med féljande uppgifter:

(a) Skatta S, B1. (2p)

(b) Skapa ett 95% konfidensintervall for 8; och testa huruvida 8; = 0 pa

95%-nivan. (2p)

(¢) Ange forklaringsgraden och berdkna residualerna. Verkar Gubb-Jans

modell rimlig? (2p)
Losning

(a) Vi har att

N Se
hr=g

~ 0.032 och By = §j — (17 ~ 4.41

(b) Vi anvénder att
fr—=5
Sr/\/ Srz

och far med hjilp av tabell att g 025 (6) & 2.447 sa att

£(6)

B — B
095 =P | —2.447 < ——= < 2.447
( a Sr/\/ Smr a

A Sp 5 Sr
=P — 2.447 < < 2447 ——— | .
(ﬁl o Shsht W)

Vi har att
1 S2
= <Syy - Si) ~ 0.535
s& att s, = 0.731. Ett 95% numeriskt K.I. for 3; blir d&

~ Sy
Ig, = Py £2.447——— =~ [0.0044, 0.0596].
51 ﬂl \/Tm [ ]

Da 0 & I, forkastar vi Hy pa 95% nivan.
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(c) Forklaringsgraden blir

2

S
RZ=_—"2 =~ 05726
SmSyy

vilket inte &r speciellt bra. Residualerna (ex, = yi — (8o + S1xx)) blir

€1 €2 €3 €4 €5 €6 €7 €s
—-0.50 0.40 037 —-0.44 034 -0.60 1.19 —-0.76.

Det ar svart att se nadgot monster, och man kan kanske déarfor inte
foresla en béttre modell. Atgirden borde vara att gora fler experiment
for att fa battre sdkerhet.

8. Arne &r ansvarig for inkoép av brador till ett storre bygge. Han vet att bra-
dorna generellt sétt haller hég kvalité, men da bygget &r stort missténker
Arne att en del brédor dndé &r defekta.

Antag att sannolikheten att en bridda ar defekt &r 0.0001, och antag att
bygget koper in 2 000 000 brador totalt.

Lat X vara antalet bridor (av de 2 000 000 som koptes in) som &r defekta.

(a) Vilken fordelning har X? Motivera noggrannt. (2p)
(b) En del av bygget anvinder 20 000 av bradorna. Vad &r sannolikheten
att tre eller fler av dessa dr defekta brédor? (2p)
(c) Vad dr sannolikheten att det totala antalet defekta brador av de
2 000 000 som kops in overstiger 2207 (2p)
L&sning;:

(a) Vi antar att bradorna &r defekta oberoende av varandra. Under det-
ta antagande dr X binomialférdelad med parametrar n = 2000000
och p = 0.0001. Antagandet kan mojligtvis kritiseras da flera brador
antagligen kommer fran samma trdd. Detta bor dock inte paverka
alldeles for mycket, sa binomialférdelningen &r ett bra val.

(b) Lat Y vara antalet defekta av de 20 000. Har 4r Y ~Bin(20000, 0.0001),
men det ar si klart bést att anvéinda Poisson-approximation. I detta
fall far vi att Y ~Poi(2) si att

P(Y >3)=1-P(Y <2)
=1-P(Y =0)—P(Y =1) - P(Y =2)

—2 2 22 -2

(c) Héar ar Y approximativt normalférdelad, d.v.s. Y = N(E[Y], Var(Y))
och hér ar E[Y] = 2000000 0.001 = 200 medans Var(Y) = 2000000
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0.0001 (1 — 0.0001) = 200. Vi ser alltsa att

Y — 200 S 220 — 200

V200 /200
~P(Z>141)~1-0.92=0.08.

P(Y > 220) = IP’(

)

10



