Matematisk statistik TMS063
Tentamen 2019-06-05

Tid: 8:30-12:30 Tentamensplats: M

Hjilpmedel: Bifogad formelsamling och tabell samt Chalmersgodkénd réiknare.
Kursansvarig: Olof Elias

Telefonvakt/tentarond: Oskar Allerbo, Ankn: 5325. Till salen ca 9.30 och
11.30

Betygsgrianser: For betyg 3, 4 resp. 5 krdvs minst 12, 18 resp. 24 poing.
For att bli godkidnd pa kursen krivs godkint pa tentan och godkint resultat
pa bada flervariabel-duggorna.

Till varje uppgift skall fullstindig och vdlmotiverad 16sning ldmnas!

1. T en vanlig kortlek finns det 52 kort, 4 firger (hjdrter, ruter, klover och
spader), med 13 olika valorer (2-10, knekt, dam, kung, och ess) per firg.

(a) Pa hur manga séitt kan man bilda en pokerhand, d.v.s. hur manga
kombinationer av 5 kort finns det i en kortlek med 52 kort? 2 podng

(b) Vad édr sannolikheten att man drar en triss? (En triss 4r en korthand
bestaende av 3 kort av samma typ och dar de tva resterande korten
ar av olika valorer.) 2 poidng
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Figur 1: Ett exempel pa en triss

(c) Givet att man har dragit en triss, vad &r sannolikheten att trissen
bestar av ess? 1 poing

Loésning:

(a) Antalet pokerhéinder ges av (552) = 2598960.

(b) Antalet siitt man kan bilda en triss pa ges av f6ljande resonemang.
1. Forst drar vi en valor. Det finns 13 st. valorer vilket ger oss att vi
kan vilja denna valor pa (113) = 13 olika satt.

2. Av denna valor drar vi 3 st. Det 4 olika fiarger vilket ger oss att vi
kan vilja dessa 3 kort pa (3) = 4 olika sétt.
3. Dérefter drar vi 2 ytterligare valorer som &r skilda fran den forsta.
Det finns 12 st valorer vilket ger oss att vi kan vilja denna valor pa
(*7) = 66 olika stt.
4. Av dessa tva valorer drar vi ett kort vardera. Det finns 4 olika
farger av vardera valor vilket ger oss att vi kan vélja vardera kort pa
(1) = 4 olika sitt. Sa vi kan vilja dessa tva valorer pa (7) - (1) =
4.4 = 16 sétt p.g.a. multiplikationsregeln.
Slutligen sa fas antalet sidtt man kan bilda en triss pa m.h.a. multi-

plikationsregeln
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(¢) Sannolikheten fas av

o ey = (0D (- (0) _ sz

(%2) "~ 2598960

(d) Vi soker

P(Triss bestaende av ess |Triss) = P(Triss bestaende av ess N Triss)/P( Triss )
(3)-(5)-0)-()
(%)

= 2 =1/13.
()-(:)-(5)-()-(3) /
()
2. En fiskare gar varje sondag under sommaren och fiskar i sin favoritsjo.
Antalet fiskar som fangas vid varje tillfdlle antags vara oberoende och

foljer en Poissonférdelning med A = 1. Antalet sondagar under sommaren
kan antas vara 12 st.

(a) Vad dr sannolikheten att fiskaren vid 10 av dessa séndagar fangar
minst en fisk? 2 poéng

(b) Vad &r det forvintade antalet fangade fiskar under hela sommaren?
1 poidng

(¢) Antag nu istéllet att fiskaren fiskar varje sondag under ett ar. Berikna
approximativt sannolikheten att totala antalet fiskar som fangas &r
minst 55 st. Antag att det finns 52 séndagar under aret. 2 poing

Losning : Lat X vara antalet fiskar man fangar vid ett av tillfillena.
Sannolikheten att man fangar minst en fisk vid ett tillféille ges da av

P(X>1)=1—-e¢!=:p,

da antalet fiskar dr Poisson fordelat med parameter A = 1. Eftersom an-
talet fiskar som fangas vid varje tillfille &r oberoende sa innebér det att
antalet tillfdllen man fangar minst en fisk &r binomialférdelat med n = 12
och p=1—e!. Detta ger att

foljer det att sannolikheten vi s6ker i 1 ges av

12
P (Minst en fisk vid 10 av tillfdllena ) = (lo)plo(l —p)2

Lat Xy, ..., X1o vara antalet fiskar man fangar vid varje tillfdlle. Det férvintade
antalet fangade fiskar ges da av

E[X; 4 ..X10] =12 E[Xy] = 12- 1.

Lat T vara totala antalet fiskar som fangas under ett ar. Vi ser att
E[T] = 52, Var(T) = 52
vilket gor att sannolikheten vi sdker ges av

55 — 52
V52

P(T >55)~ P(Z > ) =P(Z >0.0577) ~ 0.52



3. Lat Z = (X,Y) vara en kontinuerlig stokastisk vektor med téthet
f(z,y) = esin(2z) cos(y),0 < z,y < 7/2,
dér ¢ ar en konstant som gor att f ar en téthet.

(a) Bestdm c. 1 podng

(b) Visa att X och Y &r oberoende. 2 poéng

Lo6sning: ¢ bestams av

¢— < /0 " /0 " os(a) sin(y)dxdy) T

Att X och Y ir oberoende ses direkt da
f(@,y) = g(z)h(y).

4. Antalet personer som anlénder per minut till en mottagning kan beskrivas
med en Poisson process. Man antar att sannolikheten att man maste vinta
mer dn 2 minuter tills att niista person anlédnder &r 1/4.

(a) Vad dr den forvintade tiden man maste vénta tills att nésta person
anldnder? 2 poing

(b) Vad &r sannolikheten att minst en person anlinder under de forsta
10 minuterna? 2 poing

Losning: Forst behover man bestdmma intensiteten. Den ges av féljande.
Lat X vara tiden tills att néista person anldnder. Da géller att X ~ Exp(\)
och
e =P(X >2)=1/4 < \=log(4)/2.
Vilket ger att
E[X] =2/log(4).

Sannolikheten att minst en person anlénder ges av

P(N(].O) > 1) -1 ef)\lo -1— 67510g(4).

5. Lat X vara en stokastisk variabel med p = E[X] och lat (X1, ..., X,,) vara
ett stickprov av X. Visa att stickprovsmedelvérdet &r en vantevérdesriktig
skattare av y. 2 poing
L&sning :

Att visa att X #r vinteviirdesriktig fas av foljande. Lat X = (X1, ..., X,,)
vara ett stickprov fran X. Vi vill da visa

E[X} = u.

En kort utrdkning ger:



6. Lat © = (21, ...,x,) vara ett observerat stickprov fran en normalférdelad
variabel med ¢ = 1, med n = 20 och £ = 1.6646. Betrakta foljande
hypoteser:

Hy:p=1,
Hy:p>1.
(a) Berikna ett undre begrinsat konfidensintervall vid en signifikansniva
a = 0.01. 2 poéng

(b) Beriikna p-viirdet for testet och forkasta vid en signifikansniva o =
0.01. 3 poang

(c) Skissa grafen av styrkan av testet som en funktion av p samt berdkna
styrkan vid g = 1.5 vid en signifikansniva o = 0.01. 2 podng

Lésning: Uppgift (a) ges av:

[:z - za%, oo) ~ [1.14, 00).

Uppgift (b) fas av f6ljande. Lat

tobs = (. —1)/y/02/n = 2.9722

vilket ger
p=1—D(tus) =1 —0.998511 < 0.01

och vi forkastar ddrmed Hg.

Styrkan ges av
P (Forkasta Ho|Hy falsk ) =1 — ()

dér 8 dr sannolikheten att man gor ett typ 2 fel. Om vi nu later

X -1
T=5/m

och vi 7vet” att H; &r sann, dvs att vantevirdet ar pq sa ser vi att

E[T] = Vn(u — 1) = v20/2 = 2.2361, Var(T) = 1,

dvs
T~ N(V30(1 — 1), 1).

Fran detta ser vi att styrkan som en funktion av p ges av
P(I>2)=P (N(o, 1) > 20 — V20(pu1 — 1)) .

Vid pq = 1.5 ges styrkan av

P(T > z,) = P(N(0,1) > 2.3260 — 2.2361)) = P(N(0,1) > 0.0899) ~ 0.4642.

Styrkan som en funktion av p blir da:
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Lat x = (z1, ..., ) och y = (y1, ..., Ym ) vara tva oberoende stickprov fran
N(ux,0%) respektive N(uy, o), med
T = 1.6203,7 = 0.6085, s% = 2.7423, 5% = 1.3855,n = 15, m = 20.

Undersck om véntevéirdena ar lika under antagandet att ox = oy vid en
signifikansniva o = 0.05. 4 poidng
Losning: Vi stiller forst upp hypotesen

Ho:px =py

Ho:px # py

Vart observerade virde av teststatistikan ges av

-7

tObS Y
spy/1/n+1/m

dar ) )
§2 = (n = 1)Si+ (m2_ DSy _ 19611
n m —
vilket ger
tops = 2.1153.

Vi har ett tva-sidigt vilket gor att vi forkastar Hy om
ltobs| = tasa(n+m —2) > 2.7.

Vi observerar att tops < tq/2(n +m — 2) och vi forkastar ddrmed ej Ho.



