Matematisk statistik TMS064/TMS063
Tentamen 2019-08-20

Tid: 14:00-18:00 Tentamensplats: SB

Hjilpmedel: Bifogad formelsamling och tabell samt Chalmersgodkénd riknare.
Kursansvarig: Olof Elias

Telefonvakt/jour: Olof Elias, 0762026293.

Betygsgrinser: For betyg 3, 4 resp. 5 krdvs minst 12, 18 resp. 24 poéng.
For att bli godkdnd pa kursen kriavs godként pa tentan och godként resultat
pa bada flervariabel-duggorna.

Till varje uppgift skall fullstéindig och vilmotiverad 16sning limnas!

1. Lat A och B vara tva godtyckliga hindelser i ett utfallsrum Q. Avgér om
foljande pastaenden ar sanna. Ange endast svar .
(a) For alla hiindelser A, B sa giller: (AN B)° = A°N B°.
(b) For alla hiindelser A, B sa giller: P(AU B) < P(A) + P(B)
(¢) AN B = 0 medfér att A och B dr oberoende.
(d) P(A|B) < P(A) = P(BJA) < P(B)

1 poidng for varje réatt svar, —1 poing for varje felaktigt svar.
Den totala poingen pa uppgiften kan ej bli mindre &n 0

Loésning:

(a) Falskt: (AN B)“ = A°U B¢ (Rita ett Venn diagram for att se detta)

(b) Sant: P(AU B) = P(A) + P(B) — P(ANn B) < P(A) + P(B) ty
P(ANnB) >0

(c) Falskt: AN B =0 ger 0 = P(AN B) = P(A)P(B) vilket implicerar
att A eller B maste ha sannolikhet 0.

d) Sant: Detta fas av foljande : P(B|A) = PAIBIPE) ket ger att om
P(4)

P(A|B) < P(A) sa ir hogerledet givetvis mindre #n P(B).
2. Lat X vara en kontinuerlig stokastisk variabel med téthet

Fx(t) = %,te [0, 5]

och lat Y vara en diskret stokastisk variabel med tathet

C
fy(s) = 1;“8,5: 0,1,2,3,4,5.

Berékna

(a) cx och ¢y. 1 41 poéng

(b) P(2< X <5)och P(2<Y <5). 141 poidng
(¢c) E[X] och E[Y]. 1 +1 poing



Lo6sning :

(a) Konstanterna fas av foljande:

ox = (/05 1i3ds)1 —1/log(6), cy = (i1/(1 +¢)>1 —1/2.45.

=0

(b) For X sa far vi

1

P(2<X<5):10g(6> /20

1 log(2)
s = .
1+s log(6)

For Y géller

1 1 1
PR<Y <5)=PE<Y <4)= <1+3+1+4):0.45/2.45.

(¢) Vantevirdet av X fas av

1 > s 1 "14+s 1 5
E[X] = ds = - ds= 1.
1X] log(G)/O 1ts 1og(6)/O 1+s 1+s log(6)

Liknande sa fas vintevirdet av Y av

5 .

1 1 3.55

ElY] = — = —.
Y] 2.45;1—1—2' 2.45

3. Lat Z = (X,Y) vara en stokastisk vektor som defineras enligt f6ljande
procedur.

Lat X vara Bernoulli-fordelad med parameter p € (0,1), d.v.s X har
marginaltédthet som ges av:

P(X=0)=p,P(X=1)=1-p.

Vidare, lat Y defineras av foljande:

e Givet att X = 0 sa &ar Y exponential-fordelad med parameter A = 1.
e Givet att X =1 sa dr Y likformigt férdelad pa intervallet [0, 1].

Berikna,

(a) P(Y 21,X =0) 1 poéng
(b) Marginaltitheten av Y 3 poédng
(Ledning: Anvind totala sannolikhetslagen)

(¢) Vantevirdet av Y 1 poédng
Loésning:
(a) Bayes ger
PY>1,X=0=PY >1|X=0P(X=0)=c¢'p

da P(Y > 1|X = 0) #r exponential fordelad med parameter A = 1.



4.

(b) Vi soker :

()

(a)

(a)

PY<y)=PY <yl X =0P(X =0)+P(Y <y|X =1)P(X =1).

Om y < 0 sa dr hogerledet 0. Om y > 1sadr P(Y <yl X =1)=1
vilket ger att for y > 1 sa har vi

PY<y)=(1-e¥)p+(1-p).

For y € [0,1] sa tillkommer endast fordelningsfunktionen for likfor-
miga fordelningen:

PY <y)=(1—-e)p+y(l—p).
Sammanstéller man allt sa far man foljande

0 y <0
PY<y)=q(0—-e¥)p+y(l—p) yecl01]
(I-e¥)p+(1-p y>1

Vilket efter derivering ger tathetsfunktion

d 0 y <0
fly)= g PV sy)= e p+(1-p) yel0,1]
Y e Yp y>1

Vintevirdet fas m.h.a (b) :

[e’) 1 %)
E[Y] :/O yf(y)dy:/o pye*yﬂ/(l*p)dzﬁ/1 pye”Ydy

e—2

2
=p +(1—p)+pg=p+(1—p)=1-

Lat © = (z1, 22, ...,x,) vara ett observerat stickprov fran Geom(p).
Harled maximumlikelihoodskattaren av p. 4 poing

(b) Ar din skattare vintevirdesriktig? Motivera. 1 po#ng

(Ledning: récker att titta pa fallet n = 1)

Loésning

log-likelihoodfunktionen ges av

n
I(plz) = nlog(p) + (Z a; — n) log(1 — p)
1
vilket ger att maximum fas av den stationira punkten

U(plz) =0 2 _2ai%i—n

n
=0=pure=n/) i
p >



(b) Av ledningen sa ser vi att for n = 1 sa maste
E[l/X]=p

giilla, for X ~ Geom(p). Detta dr samma sak som

p(l—p) ' =p

NE
I =

e
Il

1

Vi ser att véinsterledet kan skrivas som
Ip(1—pyt+ i
1 k=2

vilket implicerar att var skattare ej &r vintevéirdesriktig.

| =

1
1 k—1 Zo(1 k—1
p(1—p) —P+k§:2 k:p( -p) >p

5. Ett foretag ska konstruera hissarna till Nya Karolinska. Som ett led i
konstruktionen behéver man dérav kénna till den genomsnittliga vikten,
1, hos en bestkare samt proportionen, p, av alla bestkare som véger minst
95 kg.

Man drar ett stickprov, z, pa 100 personer och skattar féljande kvantiter
T ="T74.8,5=152,n95 =9
dér ngs betecknar antalet personer vars vikt 6verskrider 95 kg.

(a) Antag att vikten hos en person dr normalférdelad med parametrar
u och o. Beridkna ett tva-sidigt konfidensinterval for p vid en signi-
fikansniva 0.01. 2 poing

(b) Beriikna ett tva-sidigt intervall fér proportionen p vid en signifikans-
niva pa 0.005. 2 poing

(¢) Testa hypotesen for vintevirde
Hy:p=177
med hjilp av konfidensintervallen i (a) . 1 podng
Lo6sning:

(a) Ett tva-sidigt konfidensintervall ges av

S 15.2
Tt+ty/0(100 —1)— ~ 74.8 + 2.617——— ~ [70.8,78.7

(b) Motsvarande konfidensintervall fér p ges av

9 9 9
-t p(1 —p = —=32. —(1——=/100 =~ [0.0081,0.1
o /B0— P70 = 10 86\/ o (1 10 ) /100~ [Dos1. 0.7

(c) Viser att 77 € [70.8,78.7] vilket ger att vi inte kan forkasta Hp.



6. Lat Xy, ..., X,, vara ett stickprov draget fran en stokastisk variabel X med
E[X] = p och Var(X) = 1. Antag att vi har foljande hypoteser

Ho U= ].,
Hi . w < 1,
samt foljande test:
Forkasta Hy om
1 &
n

dér v ar en fix parameter.

(a) Vad blir testets (approximativa) signifikansniva om n = 40 och v =
0.87 3 poing

(b) Vad blir testets (approximativa) styrka om det sanna véntevérdet dr
#=0.90 och n =60 och v = 0.87 2 poidng

(Ledning: Anvind centrala grinsvéirdessatsen)
Lo6sning:

(a) Den approximativa signifikansnivan ges av
o = P (Férkasta Ho|Hy sann) = P (X < y|p=1)
Centrala gransvirdessatsen séger nu att
g OPPTOT A <M7 1)
n
vilket ger att signifikansnivan &r lika med:
arP(Z</n(y—p) =P(Z < -1.2649) =~ 0.1.
(b) Testets approximativa styrka vid g = 0.90 ges av
1 — 8 = P (Forkasta Ho|Hy falsk) = P (X < v|p = 0.90)

I likhet med (a) sa fas att centrala grinsvirdessatsen ger att
S approx 1
X ~ N H E

Styrkan ges didrmed i likhet med ovanstaende utriikning av

1— B~ P(Z<nly—p) =P(Z < —0.7746) ~ 0.22



