Matematisk statistik TMS063/TMS064
Tentamen 2019-10-11

Tid: 8:30-12:30 Tentamensplats: M

Hjilpmedel: Bifogad formelsamling och tabell samt Chalmersgodkénd réknare.
Kursansvarig: Olof Elias

Telefonvakt /jour: Olof Zetterqvist, 031-7725325. Till salen ca 9.30 och 11.30
Betygsgrinser: For betyg 3, 4 resp. 5 krdvs minst 12, 18 resp. 24 poéng.

For att bli godkénd pa kursen kréavs godként pa tentan och godként resultat pa bada flervariabel-
duggorna.

Till varje uppgift skall fullstindig 16sning l&dmnas!

1. Antag att A, B, C &r hindelser som uppfyller

(a) Antag att A, B,C é&r disjunkta. Berikna sannolikheten att nagon av hindelserna in-
traffar. 2 poing

(b) Antag nu istéllet att A, B,C &r oberoende. Berikna sannolikheten att exakt 1 av
héndelserna intréffar. 2 poédng

Losning (a)
Fér (a) sa observerar man att

P( Nagon av hindelserna intriffar ) = P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)=3-0.2=0.6

(b)

For (b) sa observerar man att

P ( Exakt 1 av héndelserna intréffar ) = P(ANB°NC°)+P(A°NBNC)+P(A°NB‘NC) = 3-(0.2:0.8-0.8)

2. Benjamin spelar en forenklad form av dart dir podngen han far beror enbart pa hur néira
mitten han kommer. Antalet podng per kast ges av foljande:
e 0 podng om han tréiffar utanfér den yttre rod-grona cirkelskivan.

e 1 poidng om han triffar den yttre cirkelskivan, d.v.s, omradet mellan de tva yttre
rod-grona ringarna.

e 2 poang om han tréaffar den inre cirkel skivan

e 3 podng om han traffar den innersta cirkeln



0 podng

Figur 1: En dart tavla och motsvarande podngomraden.

For enkelhetens skull antar vi att darttavlan kan beskrivas med enhetscirkeln in planet:
C= {(x,y) eR?: 2?2 +92 < 1}

och att de fyra omradena kan beskrivas enligt
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Antag nu att Benjamin ar tillrdickligt duktig sa att han alltid traffar darttavlan och att
platsen dér pilen landar pa darttavlan dr likformigt fordelat pa darttavlan, d.v.s. platsen
dér pilen landar har tdthetsfunktion

f(x,y) = % (z,y) € C.

(a) Lat T vara antalet podng Benjamin far vid ett kast. Hérled tétheten for T. 3 poing
(b) Beriikna vinteviirdet samt variansen av T. 141 poing

(c) Antag nu att Benjamin kastar 100 ganger och att varje kast kan antas vara obero-
ende. Beriikna (approximativt) sannolikheten att den totala poidngen efter 100 kast
overstiger 75. ( Om du inte lyckas ridkna ut vintevirdet eller variansen i del (b) sa
kan du anta att vintevirdet &r 0.7 och variansen dr 1). 3 podng

Losning :
(a)
Om vi later Z = (X,Y) vara den stokastiska vektor som beskriver platsen dér pilen landar
s& observerar vi att
{I'=i}={ZeC;},i=0,1,2,3.

Med andra ord sa géller att foljande sannolikheter &r lika

1 A ;
P(T:I):P(ZeC’i)zw/C‘dxdyzrei(O'),



dér Area(C;) dr arean av omradet C;. Allt som aterstar att berdkna dr ddrmed Area(C;):

2\ 5 2\ ? 1\?
Area(Cy) =7 — (3) = Kﬂ-’ Area(Ch) = (3) T — (3) T = %,
1\° 1\° T 1\° T
Area(CQ) = <3) mw— <4) ™= m, Area(og) = <4) ™= Tﬁ

Vilket ger sannolikheter :

5 1
r=0)=2 Pr=1)=13,
7 1
PT=2)=—, P(T=3)=—.
(b)
Vintevirde och varians fas av en enkel berdkning:
1 7 1 89
ET=-+42—+43—=— =062
7] 3Jr 144+316 144 062,
1 1 1
E[TQ]:7+22L+32—7 o 1.1,

3% a1 016 144

157 89 \? 14687
Var(T) = —~ — (22} = =25 o071
() =11 (144) 20736~ "

()

Om vi later S vara den totala podngen efter 100 kast sa ger centrala gréinsvirdessatsen att
S PR N (100E[T], 100 Var(T'))

vilket ger sannolikheten

75 — 100E[T 75 — 10022
P(S>175)~P <Z > [ ]> =1-0 | ————4 | =1-9(1.57) = 1-0.941792 = 0.058208.

~ /100 Var(T) 100 14687

20736

3. Antalet bilar som passerar en viss korsning kan beskrivas med hjélp av en Poisson process
dér det forviantade antalet bilar som passerar korsningen under en timma &r 6.
Berékna sannolikheten under de forsta 30 minuterna passerar minst en bil. 2 poing
Loésning:
Lat N(t) vara Poisson processen. Enligt uppgiftsformuleringen sa har vi

vilket ger
P(N(0.5) >1)=1—exp{—05\} =1—e>.

4. Lat x = (v1, 2, ..., 2,) vara ett observerat stickprov fran N(u,0?).

(a) Antag att o #r kind. Hirled maximum-likelihoodskattaren f6r p. 3 poing

(b) Antag nu att o dr okiind. Hiirled momentmetodsskattaren for 4 och 0. 2 podng



(c) Visa att bade maximum-likelihoodskattaren och momentmetodsskattaren for p &r
vantevirdesriktiga. 1 podng

Lésning: (a)
Log-likelihood funktionen ges av

n 1 «
l(p|z) = — = log (2m0?) — ) E (zi —p)?,
2 20 p
och derivatan ges av
1 & n
l/(u|x):§§ (T/z'*ﬂ)zp(x*#)'
i=1

Vilket ger ML skattare

(b)

Momentmetoden ges av

dir X ~ N(u,0?). Eftersom Var(X) = 0% = E[X?] — E[X]? = E[X?] — ? s4 ser vi att
ekvationssystemet ovan ges av

1 n

~Y wi=p

n 1

1 n

L S R
1

vilket ger momentmetods skattare:

n
_ o2 1 2 _ -2
MM =L, 0mm = Ty — X
1

(c)
Att bada skattare ar vintevirdesriktiga fas genom att lata X, ..., X,, vara ett stickprov av
N (u,0?) och observera att

Blunn] = Elunr] = B [jl ZXi] = n X)) = .

. En persons IQ brukar antas vara normalfordelat med vintevérde 100 och standardavvikelse
15. For att undersdka om en viss populations genomsnitts-1Q skiljer sig fran detta har ett
stickprov pa 50 personer dragits och 1Q-testats. Deras medel-1Q berdknades till z = 104.3.

(a) Konstruera ett 95%-igt konfidensintervall fér populationens medel-1Q. 2 poing



(b) Hur stort stickprov behovs f6r att konstruera ett 99%-igt av samma ldngd som i (a)?
2 poang

L6sning :

(a)

Da o ar kind ges konfidensintervallet av

15
T+ 20_025\/ﬁ ~ [1001, 1085]

dar 20.025 = 1.96.

(b)
Lat n vara storleken pa det nya stickprovet. Om det skall vara samma lingd som konfi-
densintervallet kravs det att

15 15 28 2.5762
— = — e n=50. 2% —50. = 86.367... ~ 87.
Z0.025\/% 204005\/5 n 2 025 1.962
. Lat x1,....,x100 vara ett observerat stickprov av den stokastiska variabeln X som har

fordelning
PX=0)=1-p,P(X=1)=p

och 1at ¥, ..., Y120 vara ett observerat stickprov av stokastiska variabeln Y som har férdelning
PY=0=1—-¢q,P(Y=1)=¢

med samt:
100 120

D mi=53, ) y =44
=1 =1

Vilj signifikansniva och testa hypotesen att p = ¢ med tva olika metoder. 3 podng per
metod, totalt 6 poédng .

Loésning

Lat o = 0.05 vara signifikansnivan. Jag véljer att testa med konfidensintervall samt p-vérde.
Forst, lat p = 53/100, § = 44/120 vilket ger konfidensintervall

T
ﬁ—diZO.oz5\/p( - P) + al - 9 [0.0329,0.2937] = I

och eftersom 0 ¢ I sa forkastar vi hypotesen att p = ¢. For att berdkna p-virdet sa
observerar vi att . A
q(1 — q))

m

“ . approx ]31—]3
p—q"r N<p—q, (n ) 4

eller ekvivalent o
p—q— (p_Q) approz

[p0=p) , a(1=4)
T T T
Under hypotesen p = ¢ ges det observerade virdet pa Z, av

pP—4q

/ﬁ(ln—ﬁ) + d(ln:é)
P-vérdet for hypotesen ges av

P(1Z] > 2z,) =2(1 — ®(z,)) = 0.0141 < 0.05

Zy =

N(0,1).

= 2.455.

zZo0 —

och vi forkastar ddrmed hypotesen att p = gq.



