
Formelsamling för TMS063/TMS064 

Händelser (events): 

∪= union, ∩= snitt, 𝐴𝐶 = komplement. 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)  

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴|𝐵)𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐵|𝐴)𝑃(𝐴)  

𝑃(𝐴𝑐) = 1 − 𝑃(𝐴)  

Disjunkta händelser: 

𝐸1 ∩ 𝐸2 = ∅ och 𝑃(𝐸1 ∩ 𝐸2) = 0  

Totala sannolikhetslagen: 

För disjunkta 𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸𝑘 där ⋃ 𝐸𝑖
𝑘
𝑖=1 = 𝑆 och 

𝑆 är hela utfallsrummet. 

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐵 ∩ 𝐸1) + ⋯+ 𝑃(𝐵 ∩ 𝐸𝑘)  

           = 𝑃(𝐵|𝐸1)𝑃(𝐸1) +⋯𝑃(𝐵|𝐸𝑘)𝑃(𝐸𝑘)  

Oberoende händelser A och B: 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵) och 𝑃(𝐴|𝐵) = 𝑃(𝐴). 

Bayes sats: 

𝑃(𝐴|𝐵) =
𝑃(𝐵|𝐴)𝑃(𝐴)

𝑃(𝐵)
  för   𝑃(𝐵) > 0  

Räknetekniker (kombinatorik) 

Multiplikationsregeln: 

Om 𝑛𝑖 alternativ i steg 𝑖 = 1,… , 𝑟: 

𝑛1 ⋅ 𝑛2 ⋅ 𝑛3 ⋅ … ⋅ 𝑛𝑟  

Antal permutationer bland n objekt: 

𝑛! = 𝑛 ⋅ (𝑛 − 1) ⋅ (𝑛 − 2) ⋅ … ⋅ 1  

Permutationer av liknande objekt: 

Om 𝑛 = 𝑛1 + 𝑛2 +⋯+ 𝑛𝑟: 

𝑛!

𝑛1! 𝑛2!⋯𝑛𝑟!
 

Välja r objekt bland n när: 

• Ordningen spelar roll, utan återläggning 

𝑛!

(𝑛 − 𝑟)!
 

• Ordningen spelar roll, med återläggning 

 𝑛𝑟  

• Ordningen kvittar, utan återläggning 

(
𝑛

𝑟
) =

𝑛!

𝑟! (𝑛 − 𝑟)!
 

• Ordningen kvittar, med återläggning 

(
𝑛 + 𝑟 − 1

𝑟
) =

(𝑛 + 𝑟 − 1)!

𝑟! (𝑛 − 1)!
 

Diskreta stokastiska variabler 

Täthetsfunktion: 

(1) 𝑓(𝑥) ≥ 0 för alla 𝑥 och ∑ 𝑓(𝑥𝑖) = 1
𝑛
𝑖=1  

(2) 𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑋 = 𝑥) 

Kumulativ fördelningsfunktion: 

(1) 𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = ∑ 𝑓(𝑥𝑖)𝑥𝑖≤𝑥  

(2) 0 ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 1 

(3) Om 𝑥 ≤ 𝑦 så gäller 𝐹(𝑥) ≤ 𝐹(𝑦) 

Väntevärde och varians: 

𝜇 = 𝐸[𝑋] =∑𝑥 𝑓(𝑥)

𝑥

                                          

𝜎2 = 𝑉(𝑋) = 𝐸[(𝑋 − 𝜇)2]      

       = ∑(𝑥 − 𝜇)2𝑓(𝑥) = 𝐸[𝑋2] − (𝐸[𝑋])2

𝑥

     

För en funktion ℎ(𝑋): 𝐸[ℎ(𝑋)] = ∑ ℎ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑥  

Diskreta fördelningar 

Binomialfördelning 𝑩𝒊𝒏(𝒏, 𝒑) 

𝑓(𝑥) = (
𝑛

𝑥
)𝑝𝑥(1 − 𝑝)𝑛−𝑥 

𝐸[𝑋] = 𝑛𝑝, 𝑉(𝑋) = 𝑛𝑝(1 − 𝑝) 

Geometrisk fördelning 𝑮𝒆𝒐(𝒑) 

𝑓(𝑥) = (1 − 𝑝)𝑥−1𝑝 

𝐸[𝑋] = 1/𝑝, 𝑉(𝑋) = (1 − 𝑝)/𝑝2 

Poissonfördelning 𝑷𝒐(𝝀) 

𝑓(𝑥) =
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!
,    𝑥 = 0,1,2,… 

𝜇 = 𝐸[𝑋] = 𝜆, 𝜎2 = 𝑉(𝑋) = 𝜆 

Kontinuerliga stokastiska variabler 

Täthetsfunktion: 

(1) 𝑓(𝑥) ≥ 0 för alla 𝑥 och ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 1
∞

−∞
 

(2) 𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 

(3) 𝑃(𝑋 = 𝑎) = 0 

Kumulativ fördelningsfunktion: 

(1) 𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥

−∞
 

(2) 0 ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 1 

(3) Om 𝑥 ≤ 𝑦 så gäller 𝐹(𝑥) ≤ 𝐹(𝑦) 

(4) 𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

(5) 𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = 𝑃(𝑎 < 𝑋 < 𝑏) 

Väntevärde och varians: 

𝜇 = 𝐸[𝑋] = ∫ 𝑥 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞

 

𝜎2 = 𝑉(𝑋) = 𝐸[(𝑋 − 𝜇)2] = 𝐸[𝑋2] − (𝐸[𝑋])2  

För en funktion ℎ(𝑋): 

𝐸[ℎ(𝑋)] = ∫ ℎ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞

 



Kontinuerliga fördelningar 

Likformig fördelning 𝑼(𝒂, 𝒃) 

𝑓(𝑥) =
1

𝑏−𝑎
, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏  

𝜇 = 𝐸[𝑋] =
𝑎+𝑏

2
,  𝜎2 = 𝑉(𝑋) =

(𝑏−𝑎)2

12
 

Normalfördelning 𝑵(𝝁, 𝝈𝟐) 

𝑓(𝑥) =
1

√2𝜋𝜎2
𝑒−(𝑥−𝜇)

2/2𝜎2 ,   − ∞ < 𝑥 < ∞ 

𝐸[𝑋] = 𝜇, 𝑉(𝑋) = 𝜎2 

𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = Φ(
𝑋 − 𝜇

𝜎
) 

Exponentialfördelning 𝑬𝒙𝒑(𝝀) 

𝑓(𝑥) = 𝜆𝑒−𝜆𝑥, 𝑥 ≥ 0 

𝜇 = 𝐸[𝑋] = 1/𝜆, 𝜎2 = 𝑉(𝑋) = 1/𝜆2 

𝑃(𝑋 < 𝑡1 + 𝑡2|𝑋 > 𝑡2) = 𝑃(𝑋 < 𝑡1) 

Poissonprocess 

𝑁(𝑡) = antal impulser i intervallet [0, 𝑡] 

𝑁(𝑡) ∼ 𝑃𝑜(𝜆𝑡), där 𝜆 > 0 är intensiteten. 

𝑋 = tiden mellan två impulser ∼ 𝐸𝑥𝑝(𝜆) 

Normalapproximation 

Centrala gränsvärdessatsen 

För oberoende, lika fördelade 𝑋1, … , 𝑋𝑛 med 

𝐸[𝑋𝑖] = 𝜇 och 𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑖) = 𝜎
2 gäller att 

∑ 𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1 ≈ 𝑁(𝑛𝜇, 𝑛𝜎2) och �̅� ≈ 𝑁(𝜇, 𝜎2/𝑛). 

Av Binomialfördelningen: 

𝑋 ∼ 𝐵𝑖𝑛(𝑛, 𝑝) och 𝑛𝑝 > 5 och 𝑛(1 − 𝑝) > 5 

𝑍 =
𝑋 − 𝑛𝑝

√𝑛𝑝(1 − 𝑝)
≈ 𝑁(0,1) 

Med kontinuitetskorrektion: 

𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥 + 0.5) ≈ Φ(
𝑥+0.5−𝑛𝑝

√𝑛𝑝(1−𝑝)
)  

Av Poissonfördelningen: 

𝑋 ∼ 𝑃𝑜(𝑘) och  > 20. 

𝑍 =
𝑋 − 𝑘

√𝑘
≈ 𝑁(0,1) 

Med kontinuitetskorrektion: 

𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥 + 0.5) ≈ Φ(
𝑥 + 0.5 − 𝑘

√𝑘
) 

Gemensamma fördelningar för X och Y 

Diskreta variabler – frekvensfunktion: 

(1) 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) ≥ 0 

(2) ∑ ∑ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 1𝑦𝑥  

(3) 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦) 

Kontinuerliga variabler – täthetsfunktion 

(1) 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) ≥ 0 

(2) ∫ ∫ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 1
∞

−∞

∞

−∞
 

(3) För en region 𝑅 ∈ ℝ2 

𝑃((𝑋, 𝑌) ∈ 𝑅) =∬𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 

Marginalfördelning 

𝑓𝑋(𝑥) = 𝑃(𝑋 = 𝑥) = ∑ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑦  (diskreta) 

𝑓𝑋(𝑥) = ∫ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
∞

−∞
 (kontinuerliga) 

Betingad fördelning 

(1) 𝑓𝑌|𝑥(𝑦) =
𝑓𝑋𝑌(𝑥,𝑦)

𝑓𝑋(𝑥)
≥ 0 

(2) 𝑓𝑌|𝑥(𝑦) ≥ 0 

(3) ∑ 𝑓𝑌|𝑥(𝑦) = 1𝑦  (diskret) 

∫ 𝑓𝑌|𝑥(𝑦)𝑑𝑦 = 1
∞

−∞
 (kont.) 

(4) 𝑃(𝑌 = 𝑦|𝑋 = 𝑥) = 𝑓𝑌|𝑥(𝑦)  (diskret) 

𝑃(𝑌 ∈ 𝐵|𝑋 = 𝑥) = ∫ 𝑓𝑌|𝑥(𝑦)𝑑𝑦𝐵
 (kont.) 

Kovarians 

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 𝜎𝑋𝑌 = 𝐸[(𝑋 − 𝜇𝑋)(𝑌 − 𝜇𝑌)]        

                    = 𝐸[𝑋𝑌] − 𝜇𝑋𝜇𝑌 

Korrelation 

𝜌𝑋𝑌 =
𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)

√𝑉(𝑋)𝑉(𝑌)
=
𝜎𝑋𝑌
𝜎𝑋𝜎𝑌

 

Räkneregler för väntevärde och varians: 

Oavsett om X och Y är oberoende eller inte, för 

konstanter a och b: 

𝐸[𝑎𝑋 + 𝑏] = 𝑎𝐸[𝑋] + 𝑏  

𝑉(𝑎𝑋 + 𝑏) = 𝑎2𝑉(𝑋)  

𝐸[𝑋 + 𝑌] = 𝐸[𝑋] + 𝐸[𝑌] 

𝐸[𝑋𝑌] = 𝐸[𝑋]𝐸[𝑌] + 𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) 

𝑉(𝑋 + 𝑌) = 𝑉(𝑋) + 𝑉(𝑌) + 2𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) 

𝑉(𝑋 − 𝑌) = 𝑉(𝑋) + 𝑉(𝑌) − 2𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) 

För oberoende variabler gäller 

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 0 

Punktskattning 

Maximum Likelihood 

För stickprovet 𝑋1, … , 𝑋𝑛, 

frekvens/täthetsfunktion 𝑓(𝑥) och parametrar 

𝜃1, … , 𝜃𝑚 bilda log-likelihoodfunktionen 

𝑙(𝜃1, … , 𝜃𝑚) = ∑ log 𝑓(𝑥𝑖)
𝑛
𝑖=1   

och lös ekvationssystemet 𝑘 = 1,… ,𝑚 

{
𝜕𝑙

𝜕𝜃𝑘
= 0} 



Väntevärdesriktig (unbiased) skattning 

𝐸[𝜃] = 𝜃 

Stickprovs-medelvärde och varians 

�̅� =
1

𝑛
∑𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

, 

𝑠2 =
1

𝑛 − 1
∑(𝑋𝑖 − �̅�)

2

𝑛

𝑖=1

=
1

𝑛 − 1
(∑𝑋𝑖

2 − 𝑛�̅�2
𝑛

𝑖=1

) 

Konfidensintervall – ett stickprov 
För 𝝁, när 𝝈𝟐 är känd: 

𝑍 =
�̅� − 𝜇

𝜎/√𝑛
∼ 𝑁(0,1) 

Två-sidigt intervall: 

𝜇 = �̅� ± 𝑧𝛼/2
𝜎

√𝑛
  

Ensidigt intervall: 

𝜇 > �̅� − 𝑧𝛼
𝜎

√𝑛
  eller 𝜇 < �̅� + 𝑧𝛼

𝜎

√𝑛
 

För 𝝁, när 𝝈𝟐 är okänd: 

𝑇 =
�̅� − 𝜇

𝑠/√𝑛
∼ 𝑡𝑛−1 

𝜇 = �̅� ± 𝑡𝑛−1,𝛼/2
𝑠

√𝑛
 

Ensidigt intervall: 

𝜇 > �̅� − 𝑡𝑛−1,𝛼
𝑠

√𝑛
  (undre) eller 

𝜇 < �̅� + 𝑡𝑛−1,𝛼
𝑠

√𝑛
 (övre) 

För 𝝈𝟐: 

𝑋2 =
(𝑛 − 1)𝑠2

𝜎2
∼ 𝜒𝑛−1

2  

(𝑛 − 1)𝑠2

𝜒
𝑛−1,

𝛼
2

2 ≤ 𝜎2 ≤
(𝑛 − 1)𝑠2

𝜒
𝑛−1,1−

𝛼
2

2  

Ensidigt intervall: byt 𝛼/2 mot 𝛼 i 𝜒𝑛−1
2 . 

Hypotestest 

Typ I och typ-II fel: 

𝛼 = 𝑃(förkasta 𝐻0|𝐻0 sann) 

𝛽 = 𝑃(förkasta inte 𝐻0|𝐻0 falsk) 

där 

𝛼 = signifikansnivå och 

1 − 𝛽 = styrkan i testet 

Hypotestest av 𝑵(𝝁, 𝝈𝟐) 

Test av 𝝁, 𝝈𝟐 känd: 

𝐻0: 𝜇 = 𝜇0,   𝑍0 =
�̅� − 𝜇0

𝜎/√𝑛
∼ 𝑁(0,1) 

Alternativ:          Förkasta om: 

𝐻1: 𝜇 ≠ 𝜇0          |𝑍0| ≥ 𝑧𝛼/2 

𝐻1: 𝜇 < 𝜇0          𝑍0 ≤ 𝑧1−𝛼 

𝐻1: 𝜇 > 𝜇0          𝑍0 ≥ 𝑧𝛼  

Test av 𝝁, 𝝈𝟐 okänd: 

𝐻0: 𝜇 = 𝜇0,   𝑇0 =
�̅� − 𝜇0

𝑠/√𝑛
∼ 𝑡𝑛−1 

Alternativ:          Förkasta om: 

𝐻1: 𝜇 ≠ 𝜇0          |𝑇0| ≥ 𝑡𝑛−1,𝛼/2 

𝐻1: 𝜇 < 𝜇0          𝑇0 ≤ 𝑡𝑛−1,1−𝛼 

𝐻1: 𝜇 > 𝜇0          𝑇0 ≥ 𝑡𝑛−1,𝛼 

P-värde: 

Den ”exakta” signifikansnivån. 

𝑃 = {

2(1 − Φ(|𝑧0|) om  𝐻1: 𝜇 ≠ 𝜇0
1 − Φ(𝑧0) om 𝐻1: 𝜇 > 𝜇0        

Φ(𝑧0) om 𝐻1: 𝜇 < 𝜇0                

 

Test av  𝝈𝟐: 

𝐻0: 𝜎
2 = 𝜎0

2,   𝑋0
2 =

(𝑛 − 1)𝑠2

𝜎0
2 ∼ 𝜒𝑛−1

2  

Alternativ:          Förkasta om: 

𝐻1: 𝜎
2 ≠ 𝜎0

2       𝑋0
2 ≤ 𝜒𝑛−1,1−𝛼/2

2  eller                 

                              𝑋0
2 ≥ 𝜒𝑛−1,𝛼/2

2  

𝐻1: 𝜎
2 < 𝜎0

2       𝑋0
2 ≤ 𝜒1−𝛼,𝑛−1

2  

𝐻1: 𝜎
2 > 𝜎0

2       𝑋0
2 ≥ 𝜒𝛼,𝑛−1

2  

Inferens på andelar 

Skattning: 

För 𝑋 ∼ 𝐵𝑖𝑛(𝑛, 𝑝) gäller att 

�̂� =
𝑋

𝑛
≈ 𝑁 (𝑝,

𝑝(1 − 𝑝)

𝑛
) 

Konfidensintervall: 

𝑝 = �̂� ± 𝑧𝛼/2√
�̂�(1 − �̂�)

𝑛
 

Hypotestest: 

𝐻0: 𝑝 = 𝑝0,   𝑍0 =
�̂� − 𝑝0

√𝑝0(1 − 𝑝0)
𝑛

≈ 𝑁(0,1) 

 

Alternativ:          Förkasta om: 

𝐻1: 𝑝 ≠ 𝑝0          |𝑍0| ≥ 𝑧𝛼/2 

𝐻1: 𝑝 < 𝑝0          𝑍0 ≤ 𝑧1−𝛼  

𝐻1: 𝑝 > 𝑝0          𝑍0 ≥ 𝑧𝛼 



Inferens på skillnad i andelar 

𝑋 ∼ 𝐵𝑖𝑛(𝑛𝑌, 𝑝𝑋) och 𝑌 ∼ 𝐵𝑖𝑛(𝑛𝑌, 𝑝𝑌)  

Skattning: 

�̂�𝑋 − �̂�𝑌 =
𝑋

𝑛𝑋
−
𝑌

𝑛𝑌
 

och 

�̂�𝑋 − �̂�𝑌 ≈ 𝑁 (𝑝𝑋 − 𝑝𝑌,
𝑝𝑋(1−𝑝𝑋)

𝑛𝑋
+
𝑝𝑌(1−𝑝𝑌)

𝑛𝑌
)  

Konfidensintervall: 

𝑝𝑋 − 𝑝𝑌 = �̂�𝑋 − �̂�𝑌 ± 𝑧𝛼/2√
𝑝𝑋(1−𝑝𝑋)

𝑛𝑋
+
𝑝𝑌(1−𝑝𝑌)

𝑛𝑌
   

Hypotestest: 

𝐻0: 𝑝𝑋 − 𝑝𝑌 = 𝑝0, 

𝑍0 =
�̂�𝑋 − �̂�𝑌 − 𝑝0

√
�̂�𝑋(1 − �̂�𝑋)

𝑛𝑋
+
�̂�𝑋(1 − �̂�𝑋)

𝑛𝑋

≈ 𝑁(0,1) 

Alternativ:                      Förkasta om: 

𝐻1: 𝑝𝑋 − 𝑝𝑌 ≠ 𝑝0          |𝑍0| ≥ 𝑧𝛼/2 

𝐻1: 𝑝𝑋 − 𝑝𝑌 < 𝑝0          𝑍0 ≤ 𝑧1−𝛼  

𝐻1: 𝑝𝑋 − 𝑝𝑌 > 𝑝0          𝑍0 ≥ 𝑧𝛼 

Hypotestest– två oberoende stickprov 

För 𝝁𝟏 − 𝝁𝟐, 𝝈𝟏
𝟐 och 𝝈𝟐

𝟐 kända: 

𝐻0: 𝜇1 − 𝜇2 = 𝑑0,   𝑍0 =
�̅�1 − �̅�2 − 𝑑0

√
𝜎1
2

𝑛1
+
𝜎2
2

𝑛2

 

Alternativ:                 Förkasta om: 

𝐻1: 𝜇1 − 𝜇2 ≠ 𝑑0     |𝑍0| ≥ 𝑧𝛼/2     

𝐻1: 𝜇1 − 𝜇2 < 𝑑0     𝑍0 ≤ 𝑧1−𝛼 

𝐻1: 𝜇1 − 𝜇2 > 𝑑0     𝑍0 ≥ 𝑧𝛼  

 

 

 

För 𝝁𝟏 − 𝝁𝟐, 𝝈𝟏
𝟐 och 𝝈𝟐

𝟐 okända men lika: 

𝐻0: 𝜇1 − 𝜇2 = 𝑑0,   𝑇0 =
�̅�1 − �̅�2 − 𝑑0

𝑠𝑝√
1
𝑛1
+
1
𝑛2

 

𝑇0 ∼ 𝑡𝑛1+𝑛2−2 

𝑠𝑝
2 =

(𝑛1 − 1)𝑠1
2 + (𝑛2 − 1)𝑠2

2

𝑛1 + 𝑛2 − 2
 

Alternativ:                 Förkasta om: 

𝐻1: 𝜇1 − 𝜇2 ≠ 𝑑0     |𝑇0| ≥ 𝑡𝑛1+𝑛2−2,𝛼/2    

𝐻1: 𝜇1 − 𝜇2 < 𝑑0     𝑡 ≤ 𝑡𝑛1+𝑛2−2,1−𝛼 

𝐻1: 𝜇1 − 𝜇2 > 𝑑0     𝑡0 ≥ 𝑡𝑛1+𝑛2−2,𝛼 

För 𝝁𝟏 − 𝝁𝟐, 𝝈𝟏
𝟐 och 𝝈𝟐

𝟐 okända och olika 

𝐻0: 𝜇1 − 𝜇2 = 𝑑0,   𝑇0 =
�̅�1 − �̅�2 − 𝑑0

√
𝑠1
2

𝑛1
+
𝑠2
2

𝑛2

∼ 𝑡𝛾 

där 𝛾 skattas (avrundas nedåt) 

𝛾 =
(
𝑠1
2

𝑛1
+
𝑠2
2

𝑛2
)
2

(

 
 (
𝑠1
2

𝑛1
)
2

𝑛1 − 1
+
(
𝑠2
2

𝑛2
)
2

𝑛2 − 1

)

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


