Formelsamling for TMS063/TMS064

Handelser (events):

U= union, N= snitt, A = komplement.
P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)
P(ANnB) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A)
P(A°) =1-P(4)

Disjunkta héndelser:
E;NE,=0ochP(E;NE,) =0

Totala sannolikhetslagen:
For disjunkta E;, Es, ..., Ej, dar US| E; = S och
S ar hela utfallsrummet.
P(B)=P(BNE;)+--+P(BNEy)

= P(B|E1)P(Ey) + -+ P(BIE)P(Ex)
Oberoende héindelser A och B:
P(ANnB) = P(A)P(B) och P(A|B) = P(A).

Bayes sats:

P(A|B) = % for P(B) >0

Raknetekniker (kombinatorik)
Multiplikationsregeln:
Om n; alternativistegi =1, ...,7:
Ny Ny N3z .. Ny
Antal permutationer bland n objekt:
nn=n-n—-1)-n—-2)-..-1
Permutationer av liknande objekt:
Omn=n;+n,+--+n,:
n!
ny!ny!-en,!

Vilja r objekt bland n néir:

Ordningen spelar roll, utan aterlaggning
n!
(n—r)!

Ordningen spelar roll, med aterldaggning
r

n

Ordningen kvittar, utan aterlaggning

n n!
(r) Y (n—r)!

Ordningen kvittar, med aterlaggning
(n+r—1) _(n+r-1)!
Corl(n—1)!

r

Diskreta stokastiska variabler
Téthetsfunktion:

(1) f(x)=0forallaxochY™, f(x) =1
(2) flx)=PX=x)

Kumulativ férdelningsfunktion:

(1) Fx)=PX <x) = insxf(xi)
(2) 0<Fx)<1

(3) Omx <ysagallerF(x) < F(y)

Viintevdrde och varians:

p=EX]= ) xf(x)

o =V(X) =};5[(X - w?]
= ) (= W) = EX?] - (BIXD?
For en fLTnktion h(X): E[h(X)] = X, h(x)f (x)
Diskreta fordelningar
Binomialférdelning Bin(n, p)
e = ()pra-pr
E[X] =np, V(X) =np(1 —p)

Geometrisk férdelning Geo(p)
fG)=0-p)*'p
E[X] =1/p,V(X) = (1 —p)/p*

Poissonférdelning Po(4)

e )X
f(x) = o x=012,..
u=E[X]=Xc2=V(X)=21

Kontinuerliga stokastiska variabler
Téthetsfunktion:

(1) f(x) =0 forallax och ffooof(x)dx =1
(2) Pla<X<b)=[ fx)dx

3) P(X=a)=0

Kumulativ férdelningsfunktion:

(1) FO) =PX <x) = ["_ f()dx

2) 0<F(x)<1

(3) Omx < ysagillerF(x) < F(y)

(4) PlasX<b)=F(b)-F(a)

(5) P@a<X<b)=Pla<X<b)

Viinteviirde och varians:

u = E[X] =f x f(x)dx

o =V(X) = E[(X — n)?] = E[X?] — (E[X])?
For en funktion h(X):

E[h(X)] = f RGO f () dx



Kontinuerliga fordelningar
Likformig férdelning U (a, b)

f(x)=ﬁ,anSb

- _atb 5 _ _ (-
Normalférdelning N (u, 6)
1 2 2
f(x) = e~ (w7207 _ o < x < o0
V2mo?

E[X]=u, V(X) =c?

P(XSx)zeb(X;“)

Exponentialférdelning Exp(2)
f(x)=2e,x>0

u=E[X]=1/2, 0% =V(X) =1/2?
PX<t;+6]X>t,)=PX <t)
Poissonprocess

N(t) = antal impulser i intervallet [0, t]
N(t) ~ Po(At), dar A > 0 ar intensiteten.
X = tiden mellan tva impulser ~ Exp(4)
Normalapproximation

Centrala gréinsvéirdessatsen

For oberoende, lika fordelade Xy, ..., X;, med
E[X;] = poch Var(X;) = o2 giller att
Y. X; = N(nu,no?) och X ~ N(u,0?%/n).
Av Binomialférdelningen:

X ~ Bin(n,p) ochnp > 5ochn(1 —p) >5

X—np
Z =—==~=N(0,1)

Jnp(1 —p)

Med kontinuitetskorrektion:

P(X<x)=PX < . zq>x+°'5‘”’”)
X <x)=PX<x+05) (Jm

Av Poissonférdelningen:
X ~ Po(k) och > 20.

Z = N ~ N(0,1)

Med kontinuitetskorrektion:
x + 0.5 — k)
vk

Gemensamma fordelningar for X och Y

P(XSx):P(XSx+O.5)z¢><

Diskreta variabler — frekvensfunktion:

(1) fxy(xy) =0
(2) ZnyfXY(xJY) =1
(3) fxy(xt,y) =PX=x,Y =y)

Kontinuerliga variabler — téithetsfunktion
(1) frr(x,y) =0
@) S, I, fer (e y)dxdy = 1
(3) Foren region R € R?

P((X, Y)e R) = ff fxy (x, y)dxdy
Marginalférdelning
fx(x) = P(X = x) = X, fxy(x,y) (diskreta)
fx (@) = [, fxv (6, y)dy (kontinuerliga)

Betingad férdelning
Fxy(x,y)
==l >
(1) frix®) o 20

2) frx( =0

(3) Xy frixy) = 1 (diskret)
ffowfy|x(y)dy = 1 (kont.)

(4) P(Y = y|X =x) = fyjx(y) (diskret)
P(Y € BIX = x) = [, fyjx(¥)dy (kont)

Kovarians

Cov(X,Y) = oxy = E[(X — pux) (Y — uy)]
= E[XY] — uxpy

Korrelation

_ Cov(X)Y)  oxy
XY = OV oxor

Réikneregler for vintevdrde och varians:

Oavsett om X och Y ar oberoende eller inte, for
konstanter a och b:

ElaX + b] = aE[X]+ b

V(aX + b) = a?V(X)

E[X+Y] =E[X] +E[Y]

E[XY] = E[X]E[Y] + Cov(X,Y)

VX +Y)=V(X)+ V() + 2Cov(X,Y)

VX -=Y)=VX)+ V() —2Cov(X,Y)

For oberoende variabler galler

Cov(X,Y)=0

Punktskattning

Maximum Likelihood

For stickprovet Xy, ..., X,
frekvens/tathetsfunktion f(x) och parametrar
04, ..., 0, bilda log-likelihoodfunktionen

(01, ..., 0m) = X, log f(x;)
och |6s ekvationssystemet k = 1,...,m

{(’)l B 0}
00,



Viéintevdrdesriktig (unbiased) skattning
E[6] =

Stickprovs-medelviirde och varians

n
S
i=1

S|k

X =

1 v 1 (v
2= E X, —X)?=—— EX-Z— X?
s n—1¢ X =% n—1<, eon
i=1 i=1

Konfidensintervall — ett stickprov
For u, nér a? dr kénd:

7= N
"~ o/\Vn '
Tva-sidigt intervall:
o
=x+t2z,,—
U a/Z\/H

Ensidigt intervall:
o

,u>9€—z,x\/ﬁ

eIIer,u<JE+za%

For u, nér o éir okéind:

r=X"H_,
_S/\/'Tl n-1

_ s
U=xXttyn 14/ N

Ensidigt intervall:

U>X— 14 % (undre) eller

U<X+tly_14 \/S—ﬁ (6vre)

Fér o?:

:MN 2

X2 2 Xn-1

o
(n—1)s? 2 o (n—1)s?

<o
2 - - 2
X a X a
n—1,§ n—1,1—7

Ensidigt intervall: byt a/2 mot ar i y2_;.

Hypotestest

Typ I och typ-Il fel:

a = P(forkasta Hy|H, sann)

B = P(forkasta inte H,|H, falsk)
dar

a = signifikansniva och

1 — f = styrkan i testet

Hypotestest av N (1, 62)
Testav u, o kénd:

Hotp = o, Zo =210 _ nco1)
0- 0 0 O'/\/ﬁ )

Alternativ: Forkasta om:
Hyzp # po 1Zo| = 247
Hy:p < g Zo<Zi_q
Hitp > pg Zy =z,
Test av u, o? okdnd:

Hy:u=pu T:X_MO’Vt
0 0’ 0 S/\/ﬁ n-1

Alternativ: Forkasta om:
Hy:p # po ITol = th-1,a/2
Hy:p < g To < th-11-a
Hy:p > po To = th-14
P-véirde:
Den "exakta” signifikansnivan.

2(1 = ®(|zpl) om Hy:p # g

P=<1—®(zp) omHy:pu > pg
D(zp) om Hy:p < pg

Test av ¢*:
(n —1)s?
H0:0'2=0'g’ ng 2 NX‘I'Z'L—I
0y
Alternativ: Forkasta om:

Hi:0% # 0§ X§ < Xp-11-ay2 eller
2 .2
X6 2 Xn-1,a/2
o2 2 2 - 2
Hy:0% <oy X = Xi-an-1
L2 2 2 2
Hy:0% > 05  X§ 2 Xan-1
Inferens pa andelar

Skattning:
For X ~ Bin(n,p) géller att

X p(1—p)
5= X o n(pPA=P
p== (p -

Konfidensintervall:

Hypotestest:
D — Po

HO:p :PO' ZO =
/M
n

Alternativ: Forkasta om:
Hi:p # po 1Zo| = 242
Hy:p <po Zy<7Z1q
Hy:p > po Zy 2 2zq

~ N(0,1)



Inferens pa skillnad i andelar
X ~ Bin(ny,px) ochY ~ Bin(ny, py)
Skattning:
. . X Y
Px — Py = E - n_y
och

px(1-px) + py(l—py))
ny ny

ﬁx‘ﬁY”NG’X_PY»

Konfidensintervall:

Px(1-Px) + Py(1-Py)

pX_PYZﬁX_ﬁina/z\/

nx ny
Hypotestest:
Ho:px =Py =Po,
7y = Px — Py —Po ~ N(0,1)
\/ﬁx(l —Px) | Px(1 ~ Px)
nx nx
Alternativ: Forkasta om:
Hi:px — Py # Po 1Zo| = 24/,
Hy:px —py < Do Zy<2z1-¢
Hy:px —py > Do Zy 2 2zq

Hypotestest— tva oberoende stickprov
Fér u, — Uy, 0% och 6% kénda:

Hoipy —pp = do, Zyp = ———
of L9
n, n

Alternativ: Forkasta om:

Hizpg —pp #do 2ol = 242

Hirpy —pp <dy Zo <214

Hizpy —pp >dy  Zg 2 2z,

Fér uy — Wy, 0% och 65 okinda men lika:

Hy: pq — =d, Ty =———
0-M1 — U2 o 1o l+l
5p npy np

TO ~ tn1+n2—2

(ny — 1)sf + (ny, — 1)s3
ng+ny, —2
Forkasta om:

2
Sp =

Alternativ:

Hyrpy —pp # dy
Hy:py —pp < dy
Hyzpy —pp > dy

|T0| > tn1+n2—2,a/2
t=< tn1+n2—2,1—a

tO = tnl +n,-2,a

Fér py — Wy, 6% och 6 okénda och olika

X1 —X; —dy

Hoipy —pp = do, To =——F—=~1¢
st .52
ng Ny

dar y skattas (avrundas nedat)
st 3
n, Ny

G @)

n1—1 nz—l

T~



