Forord

Detta kompendium behandlar grunderna for diskreta Markovprocesser i dis-
kret och kontinuerlig tid. Ambitionen har varit att, atminstone da tillstands-
rummet dr dndligt, ge en sa matematisk fullstindig beskrivning som majligt,
och ge bevis for de satser och pastaenden som gors. Bevisen bygger oftast pa
enkla sannolikhetsteoretiska resonemang som gor att man skall kunna forsta
och inse vad som hénder i en Markovprocess. Ingen avancerad matematik
behovs for att forsta bevisen, &ven om nagra av dem kan synas langa och
litet komplicerade. Manga av de satser och resultat som visas kan man forsta
intuitivt, och det ar vardefullt att fa en sadan forstaelse.

De grafteoretiska egenskaperna hos Markovprocesser, som har sa stor be-
tydelse i konvergensteorin, har fatt ett eget kapitel.

Markovprocesser tilldmpas i ett otal sammanhang. En viktig tillampning ar
koteorin, &ven om koteori ocksa omfattar modeller som inte kan behandlas med
Markovteknik. Kompendiets koteorikapitel omfattar sadana icke-markovska

modeller &ven om tyngdpunkten ligger pa modeller, som kan studeras med
Markovteknik.

Finstilt skrivna stycken behandlar ”speciella” fragor, ofta av mera matematisk natur.
Dessa stycken ar framst skrivna med tanke pa de sérskilt matematiskt intresserade och pa
de som i ”framtiden” kommer att tillimpa Markovteori och kéteori i situationer som gar
utanfor vad vi kan behandla inom ramen for kursen. Den som sa dnskar kan 6gna igenom
dessa kursivt utan att ddrmed forlora sammanhanget.

Problemsamlingen ér till viss del baserad pa en problemsamling samman-
stéalld av Mikael Moller och Gunnar Englund.

Forfattarna vill tacka Torgny Lindvall, Chalmers tekniska hogskola, for
manga virdefulla kommentarer som bakats in i kompendiet.

F.o.m. utgavan Hostterminen 2006 anvénder vi beteckningen Exp(A) for
en exponentialférdelning med intensitet \. I tidigare utgavor var parametern
véantevardet.

Jan Enger Jan Grandell
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Kapitel 1

Inledning

I manga sammanhang vill man beskriva ett slumpmaéssigt skeende i tid eller
rum, t.ex. vinstutveckling vid successiva spelomgangar eller antalet inkomman-
de samtal till en véxel fran tiden 0 till tiden t. Vid varje tidpunkt ¢ beskriver
en stokastisk variabel X () det fenomen man intresserar sig for. Oftast &r man
da inte bara intresserad av X (¢) vid en fix tidpunkt utan framforallt av upp-
triadandet under en hel tidsperiod. Detta upptridande beskrivs da av familjen
av stokastiska variabler, {X(t);¢ € T}, dar T &r ett dndligt eller odndligt
tidsintervall. Man séger att {X(t);t € T'} ar en stokastisk process.

Definition 1.1 En familj av stokastiska variabler {X(t); t € T} kallas en
stokastisk process.

For det mesta svarar parametern ¢ mot ”tid”. Méangden T kallas parame-
terrummet. Typiska exempel &r:

T ={0,1,...},dvs. T =N, da vi talar om diskret tid;
T =10,00), d.v.s. T'= R, da vi talar om kontinuerlig tid.

Teorin for stokastiska processer ar en betydelsefull del av den matema-
tiska statistiken och har manga praktiska tillimpningar inom bl.a. naturve-
tenskap och teknik. Den anvénds for att t.ex. studera populationers tillvéaxt,
hur radioaktivt sonderfall sker, hur trafik- och kommunikationssystem uppfor
sig, eller for att studera olika slag av ekonomiska tidsserier. Andra viktiga
tillampningsomraden ar tillforlitlighetsteknik, signalbehandling, statistisk me-
kanik och kéteori.

En stokastisk process i diskret tid kallas ibland en stokastisk foljd, kedja
eller tidsserie.

Miéngden av viarden, E, som X (t) kan anta kallas tillstandsrummet. Liksom
for "tiden” skiljer vi ofta pa diskret (&ndligt eller upprikneligt) och kontinu-
erligt tillstandsrum.

Exempel 1.1 Tjockleken hos papper i en pappersmaskin, som studeras un-
der ett tidsintervall [0,24). Lat X (¢) vara tjockleken vid tiden ¢. Exemplet
illustreras i figur 1.1. a
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X(t)

Figur 1.1: Tjockleken hos papper i en pappersmaskin.

X(t)

Figur 1.2: Antal kunder som besoker en affér.

Exempel 1.2 Antal kunder som besoker en affdr. Lat X (¢) vara antalet kun-
der som besoker en affar under tidsintervallet [0, t). Exemplet illustreras i figur
1.2. O

Exempel 1.3 (Brownsk rorelse) En liten partikels rorelse i ett prov stu-
deras. Partikeln tycks utfora slumpméssiga och oregelbundna rorelser. Den
engelske botanisten Brown studerade (1827) pollenkorn som rérde sig pa detta
slumpméssiga sétt. Rorelsen fick senare sin forklaring av Einstein. Rorelsen
beskrivs av en s.k. Wienerprocess. I tva dimensioner beskrivs laget vid tiden ¢
av {(X(t),Y(¢));t > 0} dér {X (¢);t > 0} och {Y(t);¢ > 0} &r oberoende sto-
kastiska processer for vilka géller att 6kningarna i de disjunkta tidsintervallen
[t1,te] och [t3,t4], X (t2) — X (t1) respektive X (t4) — X (t3) dr normalférdelade
och oberoende och motsvarande for Y-processen. O

Det som gor studiet av processer intressant, dr beroendet mellan X (¢) och
X(s) for t, s € T. Typiska sadana ”"beroendetyper” ar stationéra processer och
Markovprocesser.
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Figur 1.3: Brownsk rorelse

Markovberoendet innebér, populért uttryckt, att processens framtida utse-
ende, beror av nuet men ej av den tidigare historien; Markovprocessen saknar
minne. ”Givet nuet ar det forgangna och det framtida oberoende” ér ett annat
sitt att uttrycka Markovegenskapen.

Exempel 1.4 (Slumpvandring) Antag att en tarning kastas upprepade gan-
ger och att kastens utfall &r oberoende av varandra. Lat S, vara 6gonsumman
efter n kast. Fordelningen for 6gonsumman efter n + 1 kast, S, 1 kan latt
berdknas om vi vet vad S,, &r, och virdena av Sy for kastomgangar k, ”ti-
der”, k < n &r irrelevanta i sammanhanget; {S,;n € N} ar en Markovkedja.
Givet nuet S, dr de framtida viardena pa Sy helt oberoende av de tidigare
6gonsummorna upp till omgang n. Om vi centrerar S,, och bildar Y,, = S,,—3.5n
sa har Y, vintevérde 0 for alla n. Figur 1.4 &r en simulering av processen {Y},}
forn=1,2,...,100. a

Exempel 1.5 (Populationstillviixt) I en population féder varje individ,
oberoende av varandra, efter en stokastisk tid nya individer. Individernas
livslangder ar slumpmaéssiga, dvs en individ dor efter en stokastisk tid. Lat
X (t) vara antalet invider i populationen vid tid ¢. {X(¢);t > 0} &r da en sto-
kastisk process i kontinuerlig tid. En realisering av processen kan se ut som i
figur 1.5. a

Vi kommer att studera sadana fédelse-dddsprocesser senare i kompendiet.

Exempel 1.6 (Kortblandning) En kortlek med 52 kort kan ordnas pa 52!
olika sdtt. En kortblandning avser att géra ordningen mer slumpmaéssig. Bland-
ningsforfarandena kan utforas pa manga olika sétt, t.ex. medelst féljande enkla
och primitiva metod. Det 6versta kortet tas och sétts in slumpmaéssgt i leken.
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Centrerad summa
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Figur 1.4: Centrerad 6ljd av tdrningskast
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&

Figur 1.5: Populationstillvaxt

En ny ordning, permutation, av korten har da astadkommits. Lat X, vara
ordningen av korten efter n sadana blandningar. Man inser att ordningen ef-
ter n blandningar beror pa ordningen efter n — 1 blandningar, men att de
tidigare ordningarna da inte spelar nagon roll; {X,,;n > 1} &r en Markovked-
ja. Tillstanden &ar inte tal utan permutationer. Antalet tillstand &r visserligen
andligt, men astronomiskt stort, 52! ~ 8 - 10%7. Vi skall studera Markovkedjor
med dndligt antal tillstand i detta kompendium, men for sa stora tillstandsrum
som i detta exempel, blir de metoder som beskrivs oftast omgjliga att anvénda.

Den formella definitionen av Markovkedja ger vi i kapitel 3.



Kapitel 2
Betingning

Markovprocesser definieras i termer av betingade sannolikheter, pa ett sétt
som leder till att processerna ”saknar minne”. Betingade sannolikheter spelar
darfor en viktig roll i Markovteorin. Vi paminner om definitionen.

Definition 2.1 Lat A och B vara tva hindelser och antag P(B) > 0. Da dr
den betingade sannolikheten for A givet B

P(AN B)

P(A| B) = ~5

Betingade sannolikheter kan anvéndas for att berdkna sannolikheten for
snittet av ett antal héndelser.

Sats 2.1 Lat Ay, As,..., A, vara n hindelser. Da gdller
P(m?:]_Ai) = P(Al)P<A2 ’ Al)P(Ag ’ AlﬂAg) cee P(An ’ AiNAsN-- -mAn_1>. (21)

Bevis. Lamnas till 1dsaren. O

En férdelning med ”glomskeegenskap” &r exponentialférdelningen, vilken
ar fundamental vid behandling av Markovprocesser i kontinuerlig tid.
Den stokastiska variabeln X &r exponentialfordelad, Exp(\), om dess téthets-
funktion &r
flz) =X, 2>0.

Fordelningsfunktionen #r F(x) = 1 — e **. Vi séiger ocksa att X #r expo-
nentialfordelad med intensitet A. Vintevirdet for X ar 1/\ och variansen ar
1/A%
Med en terminologi hdmtad fran tillforlitlighetsteorin kallas funktionen
R(x) definierad
R(xz) = P(X > x)

overlevnadsfunktionen till X. Overlevnadsfunktionen #r helt enkelt ”komple-
mentet” till férdelningsfunktionen, R(z) = 1 — F(z). Om X &r exponenti-
alfordelad med intensitet A &r overlevnadsfunktionen R(z) = P(X > z) =
1 — F(x) =ee.

Vi har foljande karaktériseringssats for exponentialfordelningen.

5
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Sats 2.2 Lat X wara en icke-negativ stokastisk wvariabel X sadan att
P(X > x) > 0 for alla x.Da dr X exponentialfordelad om och endast om
det for alla © > 0 och y > 0 gdller att

PX>z+y| X >y =PX >x) (2.2)

eller ekvivalent
R(z +y) = R(z)R(y) (2.3)

ddr R dr dverlevnadsfunktionen till X.

Glomskeegenskapen ges av det forsta villkoret (2.2) i satsen. Tolka X som
en livslingd av en komponent. Likheten (2.2) utsdger da att en komponent
som fungerar vid tidpunkt y har samma sannolikhet att fungera ytterligare x
tidsenheter som en ny komponent. I tillforlitlighetstermer uttrycks detta som
att en gammal komponent dr lika bra som en ny, de har samma sannolikheter
att leva ytterligare ett givet antal tidsenheter.

Bevis. Ekvivalensen av villkoren foljer fran definitionen av betingad sannolik-
het.

Antag forst att X #r exponentialfordelad. Da giller R(x +y) = e 2@ =
e e M = R(x)R(y).

For att bevisa omvéndningen antar vi att R(x + y) = R(x)R(y) for alla z
och y > 0. Antag n &r ett godtyckligt heltal. Vi far da, for varje reellt tal a,
R(na) = R((n —1)a +a) = R((n — 1)a)R(a) = R((n — 2)a)R(a)R(a)
= (upprepad anvindning) = R(a)"

For a = 1/n erhalls R(1) = R(1/n)" eller R(1/n) = R(1)Y/". Hirav inses
att om m och n r heltal, &r R(m/n) = R(1/n)™ = R(1)™/™. Eftersom R(1) <
1 &r R(1) = e~ for nagot A > 0, och R(m/n) = e™*™/" dvs R(z) = ¢~ om
x ar rationellt.

Om z ar godtycklig utnyttjar vi att fordelningsfunktionen, och saledes éven
overlevnadsfunktionen, dr hogerkontinuerlig. Lat {x,} vara en f6ljd rationel-
la tal sadana att x, — =z fran hoger da n — oo. Vi erhaller da R(z) =
lim, o R(z,) = lim, e = e dvs X #r exponentialfésrdelad med
intensitet A.

Fallet A = 0 kan uteslutas, ty i sa fall skulle vi ha R(z) = 1 alla x, vilket
ar orimligt. O

En annan viktig egenskap hos exponentialfordelningen ges i foljande sats.

Sats 2.3 Lat Xi, X, ..., X, vara oberoende stokastiska variabler ddar X; dr
exponentialfordelad med intensitet \; och sdtt Y = min{Xy, Xo,... X,,}. Da
ar'Y exponentialfordelad med intensitet A =, \;.

Bevis. Vi har
Ry (z) = P(Y > z) = P(min{ Xy, X, ..., X,,} > 2)

=P(X;>2,Xy >, X, >2)=[[P(X;>a)=[[e ™" ==,
=1

i=1
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d.v.s. Y ér exponentialfordelad med intensitet > . | ;. O

For forsta gangen (ffg) fordelningen och den geometriska (Ge) fordelningen
ar diskreta motsvarigheter till exponentialférdelningen. Om ar X € ffg(p) sa
ar X — 1 € Ge(p), sa dessa fordelningar &r i princip ekvivalenta. Om X &r
antalet ganger ett visst forsok upprepas tills en héndelse A intréiffar (oberoende
forsok) ar X ffg(p), dér p &r sannolikheten att A intriffar i ett enskilt forsok.
Sannolikhetsfunktionen for X € ffg(p) ges av

px(k)=(1—p)'p, k=12

Vantevardet och variansen ar

B(X) =~ V(X) = . (2.4)

Vi paminner ocksa om satsen om total sannolikhet.

Sats 2.4 Lat Hy, Ho,... vara en foljd av dndligt manga eller upprikneligt
manga parvis disjunkta hdindelser vars union dr hela utfallsrummet, d.v.s. vid
ett forsok intrdffar alltid en och endast en av hdndelserna H;. Lat A vara en
godtycklig handelse. Da gdller

P(A4) = Y P(A| H)P(H). (2.5)

Om H; dr hindelsen {Y =i}, dar Y dr en diskret stokastisk variabel och
A hédndelsen {X = k} kan likheten ovan skrivas

P(X=k)=> P(X=k|Y=0PY =i), (2.6)

dédr summationen sker over alla ¢ som Y kan anta.
En viktig generalisering av denna sats &r satsen om total forvantan. Vi
definierar forst begreppet betingat vantevérde.

Definition 2.2 Lat X wvara en diskret stokastisk variabel och B en hdandelse.
Med det betingade vantevardet for X givet B menas

E(X|B)=) kP(X =k|B) (2.7)

ddr summationen sker over alla virden k som X kan anta.

Om X skulle vara oberoende av B, d.v.s. om héndelserna {X = k} &r
oberoende av B for alla k, ser man latt att E(X | B) = E(X).

Man kan definiera betingat véantevirde for en kontinuerlig stokastisk vari-
abel pa liknande satt.

Vi kan nu formulera satsen om total forvintan.
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Sats 2.5 Lat Hy, Hs, ... vara en filjd av dndligt eller upprikneligt manga par-
vis disjunkta hdndelser vars union dr hela utfallsrummet, d.v.s. vid ett forsok
intraffar alltid en och endast en av hindelserna H;. Lat X wvara en stokastisk
variabel med dndligt vintevirde. Da gdaller

B(X) = Y E(X | H)P(H). (2.8)

Bevis. Vi har

E(X) = Z kP(X = k) = (satsen om total sannolikhet)
k
= Z k Z P(X =k | H;)P(H;) = (omkastning av summationsordning)
k i

=2 PUH) D RP(X =k | H) = E(X | H)P(H) (29)

k

vilket skulle visas. O

Sats 2.6 Lat Xy, Xs,... vara en foljd av stokastiska variabler alla med vinte-
varde m. Lat N wvara stokastisk variabel som endast antar icke-negativa hel-
talsvirden och antag att for alla heltaln, de stokastiska variablerna X1, Xs, ..., X,
dar oberoende av hindelsen {N = n} och att E(N) < oco. Sitt Sy = X; + Xo+
-+ Xn, (So =0 definitionsmdssigt). Da gdller att

E(Sy) = E(N)m.
Bevis. Satsen om total forvintan ger att

E(Sy) =Y E(Sy | N =n)P(N =n).

Men

ES,|N=n)=EX;+Xo+ -+ X, | N=n)
= (oberoendet!) = E(X; + Xo + -+ X)) = nm. (2.10)

Alltsa fas E(Sy) =Y., mnP(N =n) =m)_ nP(N =n) =mE(N). O

Ofta ar N oberoende av de stokastiska variablerna X, X5, ..., men notera
att detta inte ar ett nodvéndigt villkor i satsen.

Exempel 2.1 1 en population &r antalet avkommor till en individ Ge(0.2).
Antalet avkommor fran de olika inviderna ar oberoende. Om vi later Sy vara
antalet barnbarn till en individ kan Sy skrivas Sy = X; +Xo+- -+ Xy dar N
ar antalet barn till individen, och X, X5, --- Xy dessa barns antal avkommor.
I detta fall & N och X;-variablerna oberoende, alla Ge(0.2), och vi har att
E(Sy)=FE(N)E(X;)=4-4=16. O



Kapitel 3

Diskreta Markovkedjor,
grundliggande egenskaper

3.1 Grundliaggande begrepp

Vi skall betrakta processer {X,;n = 0,1,...} i diskret tid, d.v.s. som i tid-
punkterna 0, 1,2, ... forflyttar sig inom ett dndligt tillstandsrum E = {i, k =
1,2,...,N} eller upprikneligt tillstandsrum E = {ix, k = 1,2,...}. Till-
standen 7, behover inte vara tal, men for enkelhetens skull kommer vi ofta att
anta (och detta ar egentligen ingen inskrinkning) att E &r en heltalsméngd,
tex. E={1,2,...,N}eller E={1,2,...}.

Definition 3.1 {X,;n > 0} dr en Markovkedja om
P(Xn+1 — Z'n-i-l | X() — /l.O,Xl — /l.l, 7XTL — Zn) — P(Xn+1 — in+1 | Xn — Zn)
for alla n och tillstand ig, i1, ..., ine1-

Definitionen innebér att en Markovkedja saknar minne i den meningen att
fordelningen for ett tidssteg framat beror av kedjans ldge "nu”, men inte av
dess tidigare historia.

Anm: I definitionen ovan kan vénsterledet vara odefinierat pa grund av att
den givna héndelsen har sannolikhet 0, medan hogerledet kan vara valdefinierat.
I sadana fall definierar vi vinsterledet att vara lika med hogerledet.

Genom att anvianda sats 2.1 pa sidan 5 och Markovegenskapen erhaller vi

P(Xo =g, X1 = i1,..., Xp = in)
= P(Xo=io)P(X) =iy | Xo = i0)P(Xy =iy | Xo = ig, X1 = iy)
- P(X, =in | Xo =10, X1 =1, .., Xp_1 = in_1)
= P(Xo=io)P(X) =iy | Xo = i0)P(Xy =i | X1 = iy) - -
< P(Xp = in, | X1 =in_1). (3.1)

I definitionen forutsédtter vi att X &r givet for alla tidpunkter upp till
n — 1, och ger den betingade sannolikheten ett steg framat. Man kan kanske

9



10 3 Diskreta Markovkedjor, grundliggande egenskaper

intuitivt inse att detta medfor att sannolikhetsfordelningen for kedjan under
ett godtyckligt antal steg framat, bestdams av vardet pa X, for den sist kidnda
tidpunkten.

Formellt kan man visa detta pastaende pa foljande sétt. For alla iy, 79, . . . i
i E, och ny <ng <--- < ny giller att

P(X”k == Zk | an = i17Xn2 - ’ig, ce. 7Xnk,1 = Z.kfl)
=P(X,, =i | Xn,_, =1—1) (3.2)

och for alla méangder A, As,... A, 1 E,ochny <ng < -+ <mp_1 < ng <
<o <y, géller

P(X,, €An,....Xn, €A | Xy, €A1, X, € Ao, Xy, €EAp_2, Xy, =1k-1)
= P(Xnm S Am, . 7X7lk S Ak ‘ Xnk71 = ik—l)- (33)

Héndelsen X, € A,, kan till exempel vara héndelsen X, # i, A, =
E\ {iy}, d.v.s. méngden E utom elementet {i,,}. Notera att man inte kan

ersitta den sist givna héndelsen X,, |, = ix_; med X, , € Aj_;.

Vi infér nu 6vergangssannolikheterna p;; och kommer dirvid endast att
betrakta sa kallade tidshomogena Markovkedjor.

Definition 3.2 Overgangssannolikheterna pi; t en tidshomogen Markovkedja
definieras av

pZJ:P(Xn:j|Xn_1:Z) i,jEE

d.v.s. p;j dr sannolikheten att ga fran i till j 1 ett tidssteg.

I det allménna fallet tillater man dessa Gvergangssannolikheter att bero
pa tidpunkten n. Vi kommer kommer dock endast att studera tidshomogena
Markovkedjor.

En tidshomogen Markovkedja kan illustreras av en overgangsgraf. Det &r
en riktad graf dar tillstanden finns representerade som noder och dér riktade
pilar anger om det dr mojligt att ga fran ett tillstand direkt till ett annat. Vid
pilarna &r det vanligt att ange 6vergangssannolikheterna.

Figuren 3.1 illustrerar att det dr mojligt att ga direkt fran 1 till 2 eller 3,
fran 2 till 1 eller 5, fran 3 till 4, fran 4 till 2 eller 5 samt fran 5 till 4 eller 5.

Exempel 3.1 (Slumpvandring pa de naturliga talen) Betrakta en par-
tikel som vandrar mellan heltalspunkterna 0,1,2.... Partikeln gar antingen
till hoger eller till vanster, utom om den befinner sig i punkten 0, da den i
nésta tidpunkt antingen &r kvar i 0 eller gar till hoger. Denna slumpvandring
kan illustreras av figuren 3.2

O
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Figur 3.1: Overgangsgraf

Ok = ——
0 1 2 3 4 e

Figur 3.2: Slumpvandring pa positiva heltalen

Definition 3.3 Med overgangsmatrisen P menas matrisen (p;;); jeg av over-
gangssannolikheter
P11 P12 P13
P21 P22 P23 ...
L P31 P32 P33z ... ’ (34)

Elementet i i:te raden, j:te kolumnen i en Overgangsmatris ar alltsa san-
nolikheten att ga fran tillstand ¢ till tillstand j. Ar tillstandsrummet odndligt,
blir matrisen oéndlig.

Notera ocksa att summan av alla elementen i en rad ar 1, eftersom man
med sannolikhet 1 gar fran ett tillstand till nagot annat, >, p;; = 1.

™) och Gvergangs-

Sannolikheten att ga fran ¢ till j i n steg betecknar vi p;;

matrisen av ordning n definierar vi naturligtvis som

piY Pyl

(n) (n)  (n)

n Pyi Dy Pa -
P =1 T I E (3-5)

P31 p3T2L P3

Pa grund av tidshomogeniteten dr P(X,,in = j | Xon = 1) = pz(;l) for alla
m.
0

For n = 0 definierar vi p;;” = 1 om ¢ = j och pg;)) =0 om ¢ # j. Vi erhaller

da P = I, enhetsmatrisen.
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Definition 3.4 Startfordelningen dr fordelningen for Xo och den anges av
vektorn

p® = (" p pP )

ddr p,(co) = P(Xo = k). Fordelningen for X,, anges av vektorn

p™ = ", p{™ p{ )

dir p” = P(X,, = k).

Exempel 3.2 Andrei Andreevich Markov var en rysk matematiker som levde
1857-1918. Han anvénde Pusjkins versroman Eugene Onegin till att uppfinna
Markovkedjan. I denna versroman f6ljs pa ryska en vokal av en konsonant i 87
% av alla fall och en konsonant f6ljs av en konsonant i 34 % av alla fall. Betrak-
tar man ”vokal” och ”konsonant” som tva olika tillstand i en Markovkedja kan
man stélla upp féljande 6vergangsmatris for foljd av vokaler och konsonanter

i ryskan.
0.13 0.87
P= <0.66 0.34)

Eftersom sannolikheten &r 0.87 att en vokal foljs av en konsonant &r sannolik-
heten 0.13 att en vokal foljs av en vokal. Det ger oss 6vergangssannolikheten for
overgang vokal till vokal som &r det forsta elementet i matrisen. Pa samma sétt
erhaller vi de 6vriga elementen. Konsonanter och vokaler blandas alltsa inte
slumpmissigt. A andra sidan utgors inte heller en skriven text av en Markov-
kedja, nésta tecken beror ocksa i hog grad av bokstéver fore den som ligger till

vanster. Vissa aspekter i spraket kan dock studeras, bl.a. kan sprakigenkénning
goras med hjilp av sadana 6vergangsmatriser.

Exempel 3.3 (Ehrenfests urnmodell) Antag att det finns sammanlagt N
molekyler i tva kommunicerande kirl A och B. Vid varje tidpunkt tas en
molekyl pa mafa och flyttas till andra kérlet. Lat X,, vara antalet partiklar
i kirl A efter n dragningar. Om nu ¢ partiklar befinner sig i A kommer med
sannolikhet /N nagon av dessa att viljas och flyttas o6ver till B, dvs med
sannolikhet i /N ar X, .1 =i — 1. Med sannolikhet 1 —i/N kommer en partikel
ur B att viljas och vid nésta tidpunkt finns da 7+1 partiklari A. Om ¢ = 0 eller
1 = N befinner sig med sannolikhet 1 vid nésta tidpunkt 1 respektive N — 1
partiklar i A. Darfor dr det latt att inse att {X,,;n > 0} 4 en Markovkedja
med Overgangsmatris

0 1 2 3 ... N—1 N
0o/ 0 1 0 0 .0 0
1|1/N 0 1-1/N 0 .0 0

p— 2| 0 2/N 0 1—2/N 0 0
N\ 0 0 0 0 .10

Vi har markerat tillstanden vid 6vergangsmatrisen. O
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Exempel 3.4 (Slumpvandring med absorberande barridrer) En parti-
kel vandrar mellan heltalspunkterna 0,1,2..., N och hoppar till hoger med
sannolikhet p och till vanster med sannolikhet ¢ = 1 — p, utom i &ndpunkterna
0 och N, dér den forblir med sannolikhet 1. Lat X,, vara partikelns ldge vid
tidpunkt n. Overgangsmatrisen &r

100 ... 000
qg 0 p . 000
0 g O .0 00
000 ... gq 0p
000 ... 001

dér forsta raden och kolonnen representerar punkten 0, den andra raden och
kolonnen punkten 1 o.s.v.

Slumpvandringen kan representera en spelares totalvinst vid upprepade
spel, vid vilket hon i en spelomgang vinner en krona med sannolikhet p och
forlorar en krona med sannolikhet g. Vi skall senare berékna sannolikheten
for ruin, d.v.s. att hamna i tillstand 0, givet att man startar i godtyckligt
tillstand. O

Vi skall dgna oss at och mer eller mindre fullstdndigt besvara foljande
problem:

1. Hur skall fordelningen for X,, berdknas?

2. Ange villkor for att fordelningen for X, skall konvergera da tiden n gar
mot odndligheten, och berékna i sa fall gransférdelningen.

3. Om kedjan har absorberande tillstand, vad &ar sannolikheten att hamna
i ett sadant, och hur lang tid tar det?

3.2 Fordelningen for X,

Vi visar forst

Sats 3.1 (Chapman-Kolmogorov)

m-+n m n
a) pz(j )= ZkEEpz('k )pl(cj)
b) pimtn) — p(m) p(n)
¢) P = pn

Bevis. a) Vi gor ett typiskt Markovresonemang. Vi skall berdkna sannolikhe-
ten att kedjan gar fran i till j i m+n steg. Det kan ske genom att den gar fran
1 till tillstandet k& 1 m steg och sedan dérifran till j i n steg. Om vi summe-
rar sannolikheterna for alla dessa mojligheter, far vi den totala sannolikheten



14 3 Diskreta Markovkedjor, grundliggande egenskaper

pgnJrn). Vi erhaller

pﬁ?*”) = P(Xpan =7 | Xo=1) :ZP(Xm:kaXm-‘rn:j | Xo =)
keE
=Y P(Xp =k | Xo=0)P(Xpsn=j| Xo=1,X, =k
keE

= (Markovegenskapen) = Z P(X,=k| Xo=0)P(Xpsn=7| Xm =k)

keE
=Y . (3.6)
ke E

b) Hogerledet i a) &r ingenting annat &n resultatet vid en matrismultipli-
kation! Det #r i:te raden i P™ multiplicerat med j:te kolumnen i P™, varav
fas likheten i b).

c¢) Vi har

pn — pr-1+) _ p(r-1) p(l) _ p-1)p _ ph-2) pp

d) Vi har

pg-n) = P(X,, = j) = (satsen om total sannolikhet)
=Y P(Xo=i)P(X,=j| Xo=i)=_p"p. (38)
icE i€cE

Detta sista uttryck ar multiplikation av vektorn p(® med j:te kolumnen i
P™ . Det ger den forsta likheten i d). Den andra féljer av c). O

Exempel 3.5 En Markovkedja har foljande 6vergangsmatris

0.8 0.1 0.1
P=1(03 03 04
0.3 0.1 0.6

Vi far

0.70 0.12 0.18
P?>=1045 0.16 0.39
0.45 0.12 0.43

Om kedjan startar i tillstand 2 &r alltsa sannolikheten att efter tva steg
befinna sig i tillstand 3 lika med 0.39. Om kedjan startar i de tre tillstanden
med samma sannolikhet, ges sannolikheterna att efter tva steg befinna sig i de
olika tillstanden av vektorn

(1/3,1/3,1/3)P? = (1.6,0.4,1.0)/3 = (0.533,0.133,0.333)
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Exempel 3.6 (Slumpmiissig beldggning) Vid tidpunktern = 1,2, ... kas-
tas bollar sa att en boll hamnar slumpmaéssigt och med lika sannolikhet i ett
av totalt N fack. Vid tidpunkt n = 0 ar alla facken tomma. Satt X,, = an-
tal icke-tomma (belagda) fack vid tidpunkt n. Man inser att {X,;n > 0} &r
en Markovkedja med Xy = 0 och P = (p;;)(n41)x(N+1) Overgangsmatris med
overgangssannolikheter

N—i .. . .
N forj=1+1,0=0,1,...,N -1
bij = % for j =1d,0=0,1,...,N

0 annars.

Startfordelning ar (1,0,0,...,0). Vektorn (1,0,...,0)P" ger da férdelning-
en for antalet icke-tomma fack efter n kast. For N=5 och n = 6 erhaller man
till exempel

1 0 0 0 0

0
1/5 4/5 0 0 0
0 2/53/5 0 0
0 0 3/52/5 0
0 0 0 4/5 1/5
0o 0 0 0 1

(1,0,0,0,0,0)

O O O O oo

Sannolikheten att inget fack ar tomt efter 6 kast ar saledes % =0.1152. O

Sannolikheten att en kedja hoppar ur ett tillstand 7 &r 1 — p; och anta-
let ganger, tiden, uthoppsforsok gors tills det lyckas &r da ffg(1 — p;;). Den
forvintade tiden i ett tillstand ¢ &r déarfor

1

1 —pii’

(3.9)

Lat p;; vara sannolikheten att uthopp gors till tillstand j fran tillstand
i,1 # j. Sannolikheten p,; kallas uthoppssannolikhet. Vi har

pi; = P( hopp fran i till j | hopp fran 4)
P( hopp fran i till j och hopp fran i)
P( hopp fran 1)
P( hopp fran i till j) Dij

= = . (3.10
P( hopp fran 1) 1 — py (3.10)

En Markovkedja upptriader alltsa pa foljande siatt. Om kedjan gar in i ett
tillstand ¢, befinner den sig dér en fig(1 — p;;)-fordelad tid. Efter denna tid
hoppar den med sannolikheten p,; till tillstand j, dér den sedan befinner sig
en ffg-fordelad tid, osv. Vi skall senare se att Markovkedjor i kontinuerlig tid
uppfor sig pa liknande sétt.

1124 216 312 72

( 31257 31257 6257 625 625

)
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3.3 Absorption

Vi séger att ett tillstand ¢ leder till tillstand j om det dr mojligt att i ett
andligt antal steg komma fran ¢ till j. Ett tillstand &r absorberande om kedjan
alltid forblir i tillstandet, givet att den kommit dit. Det betyder att i &r ett
absorberande tillstand om och endast om p; = 1.

Definition 3.5 En Markovkedja kallas A-kedja om varje tillstand i antingen
ar absorberande eller leder till ett absorberande tillstand.

Definition 3.6 Ett tillstand © som leder till ett tillstand fran vilket kedjan ej
kan atervanda till © kallas ett genomgangstillstand.

I en A-kedja ér saledes ett tillstand antingen ett absorberande tillstand
eller ett genomgangstillstand.

Tillstandsrummet E i en A-kedja kan alltsa delas upp i en méangd av ab-
sorberande tillstand A och en mingd genomgangstillstand G, E = AU G.

Vi sidtter a;;= sannolikheten att absorberas i j givet start i tillstand 1,
i € G,j € A. Man inser att a;; = lim,,_. P(X,, = j | Xo =1).

Vi later T; vara tiden tills kedjan absorberas, givet att den startar i tillstand
7. Om i € A &r givetvis T; = 0 och det intressanta fallet 4r da ¢« € G. Det
dr a priori inte sikert att 7; dr dndlig med sannolikhet 1. Véntevirdet E(T;)
betecknar vi ;.

Sats 3.2 Lat {X,;n > 0} vara en dndlig Markovsk A-kedja. Da gdller att
a) t; ar dandlig for alla i
b) P(T; < 00) =1, d.v.s. T; dr dandlig med sannolikhet 1.

Bevis. Om ¢ ar antalet genomgangstillstand kan vi utan inskrénkning anta
att genomgangstillstanden &r 1,2, ..., ¢g. Vi betraktar i = 1. Ovriga tillstand
behandlas pa samma sitt. Vi kan skriva 171 = Uy + Uy + - - - 4+ U,, dér Uy, dr
tiden som tillbringas i tillstand k, innan kedjan absorberas.

Betrakta forst U;. Vid varje bestk i 1 finns en mdojlighet att kedjan inte
atervander till 1, eftersom 1 leder till ett absorberande tillstand. Vid varje
besok i tillstand 1 intréaffar hidndelsen ”inget nytt besok” med sannolikhet
7 > 0, oberoende av tidigare besok (Markovegenskapen!). Antalet besok i
tillstand 1 kommer dérfor att vara ffg(y;). Harav fas att E(U;) = 1/y < oo,
se (2.4) pa sidan 7.

Pa samma sétt inses att om tillstand 2 6verhuvudtaget besoks, kommer
vantevardet for U, att vara andligt. Lat H; vara héndelsen att tillstand 2
besoks givet start i 1 och Hy hdndelsen att sa ej sker. Satsen om total foérvantan
2.5 pa sidan 8 ger da

E(Uy) = E(Uy | H)P(Hy) + E(Uy | Hy)P(Hy) = E(Uy | H))P(Hy) +0 < 0.
Pa samma sétt for 6vriga genomgangstillstand. Vi erhaller

E(Ty) = E(U)) + E(Us) + -+ + E(U,) < 0.
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Eftersom vantevirdet &r adndligt ar 73 sjélvt dndlig med sannolikhet 1.
Dérmed &r satsen visad. O

Att P(T; < co) = 1 innebér att Markovkedjan forr eller senare kommer att
absorberas.

Vi skall nu visa hur man kan berdkna absorptionssannolikheterna och de
forvéintade tiderna tills absorption sker. Bevisen ar exempel pa Markovresone-
mang.

Sats 3.3 Absorptionssannolikheterna a;;, dér a;; dr sannolikheten att absor-
beras i tillstand j vid start i tillstand i i en dndlig Markovkedja, uppfyller for
alla 7 € A foljande ekvationssystem,

a; =piy+ Y piarj, i€G. (3.11)
keG

ZjeA a;; = 1, dvs sannolikheten dr 1 att kedjan absorberas, vilket tillstand
man dn startar vid.

Bevis. Vi betraktar kedjans tillstand ett tidssteg framat. Kedjan kan ga di-
rekt till det absorberande tillstandet j. Sannolikheten for detta ar p;;. I annat
fall gar kedjan till ett annat genomgangstillstand & for att senare hamna i j.
Sannolikheten att forst ga till £ och sedan dérifran absorberas i j ar p.g.a. Mar-
kovegenskapen p;rar;. Summerar vi 6ver alla dessa mojligheter far vi likheten
(3.11). Att summan av absorptionssannolikheterna &r 1 foljer av att tiden tills
absorption sker ar dndlig, P(T; < oco) = 1. O

Foljdsats 3.1 Lat Pac = (pij)ica jea vara den matris som fas ur P da rader
respektive kolonner som representerar absorptions- respektive genomgangstill-
stand stryks och Po = (pij)ijec den matris som fas da bade rader och kolonner
som representerar absorptionstillstand stryks. Lat vidare A = (aij)icc,jea vara
matrisen av absorptionssannolikheter. Da dr

A= (I — Pg)ilpAG

ddar I dr enhetsmatrisen.

Bevis. Fas genom att skriva om (3.11) pa matrisform och ldmnas som 6vning
till lasaren. a

Sats 3.4 Lat i en Markovkedja t; = E(T;) i € G, vara de forvantade tiderna
tills absorption vid start i tillstand i. Da uppfyller dessa féljande ekvationssy-
stem,

ti=1+Y putr i€G. (3.12)
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Bevis. Betrakta dn en gang vad som sker ett tidssteg framat. Satt 7, =tid efter
forsta hoppet tills absorption sker, givet hopp till k. Naturligtvis ar 7}, = 0 om
ke A

Man inser da liatt att

T, = 1+ T, om kedjan gar till tillstand k. (3.13)

Men pa grund av Markoviteten har 7}, och T, samma férdelning och samma
vantevirde. Satsen om total forvintan 2.5 pa sidan 8 ger

t;=E(T;) =Y _ puE(T; | hopp till k) = > puE(1 +T})

% %
= Zpik + ZpikE(Tk) + ZpikE(Tk) =1+0+ Zpiktk =1+ Zpiktk-
A

keA keG keG keG
(3.14)

O

Foljdsats 3.2 Lat Pe = (pij)ijec vara den matris som fas ur P da rader och
kolonner som representerar absorptionstillstand stryks och t kolumnvektorn av
forvintade tider. Da dr

1
!
t=(I-Pg) | .
1
dar I dar enhetsmatrisen.
Bevis. Liamnas som 6vning. a

Vi kan resonera oss fram till ekvationssystemen fér absorptionssannolikhe-
ter och forvantade absorptionstider pa ett annat sitt. Vi gor en liten omskriv-
ning av (3.11) och (3.12) och finner att (G \ {¢} d&r méngden G utom elementet

i)

aij(1 = pu) = pij + Z pixar;, 1€G,j€A (3.15)
keG\{i}
eller
Dij Pik ) .
g =2+ > —Eay i€GjcA (3.16)
(1 - pai) keaN(i) (1 —pi)

1 i .

Den sista av dessa ekvationer kan man fa fram med foljande resonemang.
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Givet start i tillstand ¢ &r forvantad tid till uthopp lika med —p och san-
nolikheten att hopp da sker till tillstand k &r p;, = -, se (3.9) pa sidan 15.
Forvantad tid tills absorption ar forvéntad tid till uthopp fran tillstand 7 plus
forvantad tid darefter tills absorption, vilket enligt satsen om total férvintan
dr summan i (3.17). Pa samma sétt kan man hérleda ekvationssystemet (3.16).

Dessa sista ekvationsystem pekar pa ett allménnare fall &n de vi nu mott.
Beviset av formlerna haller for en process i vilken uppehallstiderna i de olika
tillstanden &r oberoende av varandra och av det tillstand till vilket uthopp
sker. Om uthoppssannolikheterna &r p,;,7,j € E och den forvintade tiden i
tillstand 7 ar wu,; erhaller vi

ti=wi+ Y Pyt i€G (3.18)
keG\{i}
och
a; =P+ > P, 1€G,jEA (3.19)
keG\{i}

Uppehallstiderna behéver inte ens vara heltalsvariabler, utan kan vara kon-
tinuerliga. Vi aterkommer till detta i avsnitt 6.6. Kedjan behover inte vara
markovsk, men diremot dr den inbadddade hoppkedja man far om man endast
betraktar uthoppstiderna en Markovkedja. Den ursprungliga processen kallas
da en semi-Markovkedja.

Vi tillimpar dessa satser pa ett ruinproblem.

Exempel 3.7 (fortsittning exempel 3.4 pa sidan 13). En partikel vandrar
mellan heltalspunkterna 0,1,2..., N och hoppar till héger med sannolikhet p
och till vanster med sannolikhet ¢ = 1 — p, utom i &ndpunkterna 0 och N, dar
den forblir med sannolikhet 1. Vi sétter a; lika med sannolikheten att partikeln
absorberas i tillstand 0, givet start i tillstand i. Ekvationssystemet (3.11) ger
da

a; = qa;_1 +paj, 1=1,2,... N—1 (3.20)

med randvillkoren ay = 1 och ay = 0.

Med hjéalp av teorin for differensekvationer kan detta ekvationssystem losas
enkelt, men vi anvénder hér ett annat knep. Om vi sétter b; = a; —a;_1 erhaller
vi

(p + q)ai =qa;—1 + pa;+1 1= 1, 2, ceey N —1d.v.s.
q(a; —a;—1) =p(a;+1 — a;) d.v.s.
Qbi:pbi+1 221,2,,]\[—1

vilket ger b4y = 1b; =(upprepad anvéindning):(g)%i_l == (%)ibl.
Om vi summerar b; erhaller vi Zz‘]\fol biy1 = Zi]\:ol(aiﬂ —a;) =a; —apg+
as —ay+---+ay —ay_1 = —ag +ay = —1. Om p # ¢ kan denna summa
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ocksa berdknas som

N-1 N—
Z bir1 = Z Q = (geometrisk serie) = by M
i=0 i—o P 1 - Q/p
vilket ger by = —%. Omp=gq= % erhaller vi istéallet by = —1/N. Till

sist berdknar vi a;

—a0+za]+l —1—|—ij:

Yoy =1 — = (a/p)" _ (a/p)' = (a/p)"
1 1—(q/p)N 1—(q/p)N

om p # q. Omp:q:%éiraizl—i/N.
Lat oss nu se pa forvintad tid tills absorption. Ekvationssystemet (3.12)
overgar till
ti=1+ptipa+qtioy i=1,2,...,N—1. (3.21)

Randvillkor &r naturligtvis tg =ty = 0.
Pa liknande sitt som ovan kan man berdkna ¢; och erhaller

o _ N = (a/p)) —i(1 = (a/p)Y)
Z (»—a) (1 - (a/p)V)

om p # q. Omp:q:%fést,-:i(]\f—i).

Léasaren kan verifiera detta pastaende genom inséttning av formlerna for ¢;
i (3.21) pa denna sida.

Antag att tva spelare A och B har a resp b kronor och spelar ett spel dér
var och en har lika chans att vinna respektive forlora en krona. Spelet slutar
da en av dem ruinerats. Om X, ar A:s kassa efter n spel slutar spelet om X,
ar 0 eller N = a+b. Markovkedjan {X,,;n > 0} beskriver da en slumpvandring

a

(3.22)

med absorberande barridrer. Sannolikheten att A vinner &r enligt ovan A
a

Den forviantade tiden tills spelet slutar dr ab. Man ser att den som fran borjan
ar formognast har storst chans att ta hem spelet, sannolikheten att ruinera
motspelaren &r proportionell mot den egna insatsen. O

I ett senare kapitel skall vi studera konvergens av Markovkedjor. Vi kommer
da att stota pa problem som illustreras i féljande exempel.

Exempel 3.8 Lat {X,,;n > 0} vara en Markovkedja enligt figur 3.3. Vi tédnker
oss att n — oo. Vi ser av overgangsgrafen att om kedjan hamnat i tillstand 2,3
eller 4 kommer den alltid att leva kvar bland dessa tillstand. Likasa kommer
den alltid att vandra runt bland tillstanden 5 och 6 om den hamnat i nagot av
dessa tillstand. Det asymptotiska forloppet beror alltsa i hog grad i vilken av
dessa "delkedjor” Markovkedjan hamnat i. Vi ser dessutom att om den ham-
nat i ”delkedjan” {5,6} kommer den varannan gang att vara i tillstand 5 och
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Figur 3.3: Overgangsgraf till exempel 3.8

varannan gang i tillstand 6, dvs vad som asymptotiskt hinder beror pa om vi
betraktar jamna eller udda tidpunkter. Tillstand 1 &r ett genomgangstillstand,
eftersom kedjan kan ga till ett annat tillstand fran vilket ingen atervéndo till
tillstand 1 kan ske. O

I exemplet ar det de rena grafteoretiska egenskaperna som styr det asymp-
totiska forloppet och som komplicerar kedjans upptriadande. Det visar sig att
for Markovkedjor med andligt tillstandsrum, ar villkoren for existens av asymp-
totisk fordelning rent grafteoretiska och darfor skall vi harnést studera dessa.
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Kapitel 4

Markovkedjors grafteoretiska
egenskaper

Vi betraktar nu en "kedja” som vandrar i ett tillstandsrum E, men dér kedjan
inte har nagra speciella sannolikheter att ga mellan tillstanden. Som tidigare
kan vi illustrera en sadan kedja med en 6vergangsgraf, som anger om det ar
mojligt att i ett tidssteg ga fran ett tillstand till ett annat.

Ett annat satt att illustrera 6vergangsmojligheterna dr med hjalp av grann-
matrisen (”adjacency matrix”) G. Elementet i i:te raden, j:te kolumnen i G,
gi; ar 1 om det &r mojligt att ga fran ¢ direkt till 7, och 0 annars.

Grannmatrisen for kedjan i figur 3.1 pa sidan 11 &r saledes

1 2 38 4 5
140 1 1 0 O
211 0 0 0 1

G= 5310 0 0 1 O
410 1 0 0 1
5\0 0 0 1 1

och i slumpvandringsexemplet 3.1 pa sidan 10

Q

I
S O = =
S = O =
—_ O = O
o= O O

dér forsta raden och kolonnen motsvarar punkten 0, andra raden och kolonnen
punkten 1 o.s.v. Observera att en punkt kan vara granne med sig sjlv.

Grannmatrisen dr en motsvarighet till 6vergangsmatrisen och man kan visa
att elementet gg»l) i G" ar lika med antalet olika sétt att ga fran ¢ till j i n
tidssteg. Vi overlater at den intresserade ldsaren att visa detta. Vi kommer
inte att anvinda detta resultat som dock &r en motsvarighet till Chapman-
Kolmogorovs ekvationer, se sats 3.1 pa sidan 13.

Vi dr nu beredda att definiera den forsta grafegenskapen.

23
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Definition 4.1 Ftt tillstand i sdgs leda till tillstand 7 om det dr majligt att
ga fran i till j i noll, ett eller flera tidssteg, skrivs i — j.
Twva tillstand i och j sdgs kommunicera om i — j och j — 1, skrivs i < j.

Med E; kommer vi att mena méngden av alla tillstand j som kommunicerar
med tillstandet 4, d.v.s. E; dr en ekvivalensklass relativt <.

Med den formulering vi valt kommunicerar ¢ alltid med sig sjélvt eftersom
man definitionsenligt kan ga fran i till ¢ i noll tidssteg. Det innebér att ¢ tillhor
méngden E;.

Sats 4.1 Egenskapen < definierar en ekvivalensrelation, d.v.s.
a) symmetrisk, dvs om i < j sa gdller j < 1,
b) transitiv, dvs om i < j och j < k sa gdller i < k,

c) reflexiv, d.v.s i < 1.

Bevis. Lamnas till lasaren. O

Sats 4.2 Det gdller att
a) E; innehaller tillstand i.

b) E; och E; dr antingen disjunkta eller sammanfallande.

Bevis. a) Foljer av ¢) i sats 4.1

b) Antag att k tillhor savil E; som Ej, och lat [ vara ett tillstand som
tillhor E;. Vi har att | < k, k < j och saledes | < j. Darfor tillhor [ ocksa
E; och E;, C E;. Pa samma sétt géller E; C E; och méngderna &r identiska.
Satsen foljer for ovrigt direkt av att E; &dr en ekvivalensklass relativt ¢ «» 7.0

Definition 4.2 En delmdngd sigs vara sluten om inget tillstand i den leder
ut fran delmdngden.

Det innebér att en kedja som hamnat i en sluten delméngd, alltid kommer
att forbli dér.

Definition 4.3 En mdngd av tillstand vilka kommunicerar med varandra kal-
las en irreducibel tillstandsméangd. En kedja vars tillstandsrum dr irreducibelt
kallas en irreducibel kedja.

Tillstandsméngderna E; ar, som létt inses, irreducibla.

Enligt definition 3.6 &r ¢ ett genomgangstillstand om det leder till ett till-
stand fran vilket kedjan inte kan atervéanda till <. Man inser litt att detta ar
ekvivalent med att F; ar icke-sluten.

Fran ett genomgangstillstand finns det saledes nagon vég till ett annat
tillstand fran vilket man ej kan komma tillbaka.

Genom att betrakta tillstandsrummen FE; inser man att tillstandsméangden
FE entydigt kan delas upp i delméngder Fy, F'1, ... med foljande egenskaper.
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Sats 4.3 Lat Fo vara mdngden av alla genomgangstillstand, dvs foreningen
av alla icke-slutna E;. Vilj sedan successivt F;,i = 1,2,... sa att F; dr en
av de ej tidigare valda Ej-médngderna och disjunkt fran Fo, F,... , F;_y. Det
gdller da att

a) Fo,Fy,... dar parvis disjunkta,

b) F; dr irreducibla och slutna, i = 1,2, ...

c) E=UF;

Bevis. Limnas till lasaren. a

Konstruktionen i satsen innebér helt enkelt att F'y &r médngden av genom-
gangstillstand och de 6vriga F'j-méngderna ar de slutna E;-méngderna. Vitsen
med satsen ar att den visar att man kan dela upp hela tillstandsrummet F
i en genomgangstillstandméangd och ett antal disjunkta deltillstandsrum som
utgor irreducibla slutna delklasser.

Exempel 4.1 Betrakta kedjan i exempel 3.8 pa sidan 20. Viser att E; = {1},
E2 = E3 = E4 = {2,3,4}, E5 = E6 = {5,6} och E7 = Eg = {7, 8} 1,7 och 8
ar genomgangstillstand och vi far att Fo = E;UE; = {1,7,8}, F; = {2,3,4}
och Fy = {5,6}. O

Sats 4.4 En dndlig kedja har minst ett slutet irreducibelt deltillstandsrum.

Bevis. Antag motsatsen, d.v.s. att alla N tillstand dr genomgangstillstand.
Starta kedjan i tillstand ;. Det &r da mojligt att efter ett visst antal steg ga
till ett tillstand som inte leder tillbaka till ;. Kalla detta tillstand i,. Fran
19 ar det mojligt att i ett visst antal steg ga till ett tillstand som inte leder
tillbaka till 5, och inte heller till i;, efter vad som tidigare antagits (ty da kan
man ga fran iy till 41), o.s.v. Efter N+1 sadana operationer har N+1 olika
tillstand besokts, vilket naturligtvis ar omdjligt om antal mdojliga tillstand &r
N. Motségelsen bevisar satsen. O

Om kedjan har odndligt antal tillstand, géller inte satsen vilket foljande
triviala exempel visar: Lat kedjan vara en vandring pa de icke-negativa helta-
len och antag att man bara kan ga till hoger ett steg. Kedjan driver da mot
odndligheten da antal tidssteg véxer och alla tillstand &r genomgangstillstand.

Vi har ju tidigare studerat absorption. Att ett tillstand &ar absorberande ar
ju en rent grafteoretisk egenskap: Ett tillstand i ar absorberande om man inte
kan ga fran ¢ till nagot annat tillstand.

En kedja som hamnat i ett absorberande tillstand kommer darfor alltid att
forbli dér.

I grannmatrisen G ar saledes i absorberande om
~Jlomyj=1
i 0 om j # 1.

Den sista grafteoretiska egenskap vi skall dgna oss at ar periodicitet.
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Definition 4.4 Lat D; vara mdngden av heltal n sadan att det dar maojligt att
fran tillstandet i atervinda till detta tillstand i n tidssteg. Med perioden d; till
i menas den storsta gemensamma delaren till talen ¢ D;. Om d; = 1 kallas i
for aperiodiskt tillstand.

Exempel 4.2 Tillstandet 0 i slumpvandringen i exempel 3.1 pa sidan 10 ar
aperiodiskt, eftersom man kan ga fran 0 till 0 i ett steg. Tillstand 1 &r ocksa
aperiodiskt eftersom man kan gar fran 1 till 11 2 steg (t.e.x. 1 — 0 — 1) men
ocksa i 3 steg (t.ex. 1 — 0 — 0 — 1). Eftersom 2 och 3 &r relativt prima &r
perioden d;=1. O

Att 0 och 1 bada ar aperiodiska i exemplet ar ingen tillfdllighet, utan foljer
av

Sats 4.5 Antag atti < j. Da ar d; = d;, d.v.s. kommunicerande tillstand har
samma period.

Bevis. Fran i tillbaka till ¢ kan man ga via j, eftersom de tva tillstanden
kommunicerar.

Antag att man kan ga fran ¢ till 7 i ny steg. Lat ny vara ett godtyckligt tal
sadant att man kan ga fran j tillbaka till j i ny steg, och antag att man kan
ga fran j till 7 i ng steg. Fran ¢ tillbaka till ¢ kan man alltsa ga pa ny + ns + ng
steg.

Men kedjan kan naturligtvis naturligtvis ga fran ¢ till ¢ i ny + ng steg, d.v.s.
utan att gora mellanloopen fran j till j. Eftersom ¢ har period d; &r bade
ny + ns och ny + ny + ng multipler av d;, och harav foljer att ny &r multipel av
di.

Men av konstruktionen foljer att ny alltid &r multipel av d; eftersom till-
stand j har period d;. Dessutom &r d; det storsta talet som delar alla sadana
ng. Talet d; maste darfor vara minst lika stort som d;, d; < d;. Av symmetriskél
géller ocksa d; < d;, varfor perioderna &r lika. O

Eftersom alla tillstand i en irreducibel delklass saledes har samma period,
kan man tala om aperiodisk delklass eller delklass med period d.

Tillstandsrummet till en irreducibel kedja med period d kan delas upp i d
disjunkta delméngder pa foljande sitt.

Lat D, ={i; kedjan kan ga fran tillstand 1 till tillstand i i nd + r steg for
nagot n}, r = 0,1,...,d — 1. Det &r litt att se att 1 € Dy eftersom 1 har
period d. Vi kan nu visa

Sats 4.6
a) Do, Dy, ..., Dy 1 dr parvis disjunkta.
b) Ui,D; = E
c) Kedjan forflyttar sig cykliskt mellan tillstanden enligt foljande maonster
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Dy—D,—---—Dy,— Dg---

Bevis. a) Antag att h tillhor bade D; och D;,i # j. Da kan man ga fran 1
till A 1 nid+i steg for nagot ny och dven i nod + j steg for nagot ny. Antag att
man kan ga fran A till 11 & steg. Da inses ldtt att man kan ga fran 1 tillbaka
till 11 bade nid+1i+ k och nod + j + k steg. Eftersom tillstand 1 har period d
ar skillnaden (n; —ng)d+1i — j och ddrmed &ven i — j delbart med d. Eftersom
li — j| < d ar da i = j vilket &r en motségelse.

b) Lat ¢ vara godtyckligt tillstand. 1 leder till i i n; steg for nagot n; = nd +r
dér 0 < r < d och i tillhor saledes D,.. Av detta foljer b).

¢) Antag att h tillhér D;. Om kedjan befinner sig i h kommer den vid nésta
tidpunkt att befinna sig i D;. Da kan kedjan ga fran 1 till ett tillstand i D),
ind+ 1+ 1 steg. Men av detta foljer att tillstandet A tillhor D, ;. Eftersom
D-delméngderna enligt a) ér disjunkta dr D; = D, ;. O

Exempel 4.3 En kedja har féljande grannmatris.

12 3 4 &5 6 7 8

1/0 x x 0 x x 0 =x
210 = x *x 0 x 0 0
310 x x 0 x 0 %
G_4 00 0 %« % 0 0 0
510 0 0 = 0 O 0 O
60 0 0O O O 0 =« O
710 0 0 O O x 0 O
§\0O O O O O 0 0 =«

dér vi for askadlighetens skull bytt ettor mot stjarna *. Vi ser att 1, 2 och
3 ar genomgangstillstand. 1 kommunicerar inte med nagot annat tillstand,
medan 2 och 3 kommunicerar och utgor en irreducibel delméngd dock ej sluten.
Tillstanden 4 och 5 bildar en sluten irreducibel delklass som &r aperiodisk.
For att visa att delklassen ar aperiodisk récker det att observera att man
kan komma fran 4 till 4 i ett tidssteg. Tillstanden 6 och 7 bildar ocksa en
sluten irreducibel delklass, men denna har period 2. Slutligen ar tillstand 8
absorberande. O

Exempel 4.4 Tillstand 1 i kedjan som beskrivs av foljande 6vergangsgraf ar
aperiodiskt.

offolie
Man kan ga fran tillstand 1 tillbaka till 7 i t.ex. 3 och 5 steg. Det &r ocksa
létt att se att man inte kan atervinda i 1,2 eller 4 steg, men déremot i 6,7,8,

osv steg, dvs vi kan ga fran 1 tillbaka till 7 i n steg for alla n > 5. Alla
aperiodiska kedjor uppfor sig pa samma satt vilket féljande sats visar. O
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De aterstaende resultaten i detta kapitel ar hjédlpsatser, varav de tva forsta
egentligen talteoretiska.

Sats 4.7 Betrakta ett aperiodisk tillstand i. Det existerar ett ng sadant att for
varje n > ng kan kedjan fran tillstand i atervinda till detta tillstand i n steg.

Bevis. Vi noterar forst rent allmént, att en kedja som kan ga fran ¢ till j i
bade n och m steg, kan ocksa gora detta i an + bm steg om a och b &r heltal
> 0 (definitionsenligt gar man fran ¢ till 7 i 0 steg, ty da sker ingen &vergang
alls).

Satt nu

u = min{n; — ng;ne < ni, och kedjan kan atervinda till i i bade ng och n; steg}
(4.1)

Vi pastar att uw = 1, ty antag motsatsen, u > 1. Kedjan kan da ga fran ¢
till 4 i saval n; steg som ny = ny — u och ku + r steg for nagot ny; samt nagot
k>0o0ch0<r <wu-—1. Om det det inte fanns nagot sadant r > 0 skulle
antalet steg till aterkomst alltid vara ku for nagot k och perioden vara > w.

Kedjan kan da ga fran i till i i kng+ku+r = k(ny —u) + ku+r=kn; +r
steg men &dven i kny steg. Men skillnaden mellan dessa mojliga antal steg ar
0 <r <wu—1 vilket motséger definitionen av w.

Lat nu n > ng = n3. Lat r vara resten da n divideras med ny. Det innebér
att n = kng + r for nagot k£ > ny och 7,0 < r < no,

n=kng+r=_(tyn —nyg=1)=kna+r(n; —ng) = (k—r)ng +rny.

Eftersom k£ —r > 0 kan kedjan alltsa ga fran ¢ till ¢ i n steg. a

Foljdsats 4.1 Lat i och j vara tva tillstand i en irreducibel aperiodisk kedja.
Da existerar ett tal n;; sadant att kedjan kan ga fran i till j i n steg for alla
n Z Nij.

Bevis. Kedjan kan ga fran ¢ till j i n; steg, sidg. Lat ng vara som i satsen och
lat n > n;; = ng + n1. Genom att forst ga fran ¢ tillbaka till < i n —n; > ny
steg och sedan ga fran i till j i ny steg gar kedjan fran i till j i n steg. O

Som en tillimpning pa de grafteoretiska begreppen visar vi foljande sats
som vi kommer att anvinda senare.

Sats 4.8 Lat G wvara en dndlig, irreducibel, aperiodisk riktad graf med till-
standsrum E = {1,2,...  N}. Lat G X G vara produktgrafen med tillstandsrum
Ex E ={(i,7),i,j € E} och for vilken tillstandet (i, i2) leder till (j1, ja) om
och endast om i1 leder till j; och io leder till jo © G, d.v.s. grannmatrisen

(g(i17i2)7(j1»]'2))E><E ges av
(i1,2),(1,d2) = Yi1,j1 92,52+

Da ir G x G dndlig, irreducibel och aperiodisk.
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Bevis. Att G x G ar andlig &r trivialt.

Varje vandring fran tillstand 1 tillbaka till tillstand 1, ger en motsvarande
vag att ldngs ”diagonalen” ((1, 1),(2,2),..., (N, N)) i produktgrafen ga fran
(1,1) tillbaka till (1,1). Eftersom 1 &r ett aperiodiskt tillstand i G, ar (1,1)
ett aperiodiskt tillstand i produktgrafen. Visar vi sedan att produktgrafen
ar irreducibel, foljer att alla tillstand &r aperiodiska. Aterstar alltsa att visa
irreducibiliteten.

Enligt foljdsatsen ovan kan den ursprungliga kedjan ga fran ¢; till j; i n
steg om n > ny for nagot nq. Fran i, till j, kan kedjan pa liknande sitt ga i
n steg om n > ny. Lat nyy = max(ny, ng) och lat n > nqy. Den ursprungliga
kedjan kan da ga bade fran #; till j; och s till j5 i n steg, dvs i produktgrafen
leder (i1, j1) till (42, jo). Pa samma sétt leder (is, j2) till (i1, 1) och tillstanden
kommunicerar. O
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Kapitel 5

Konvergens av Markovkedjor

5.1 Stationaritet och ergodicitet

Vi skall nu studera upptradandet av en Markovkedja {X,;n > 0} da n gar
mot oo. Speciellt skall vi undersoka under vilka forutsédttningar férdelningen
for X,, konvergerar och grénsfordelningen &r oberoende av starttillstandet. De
sa kallade stationéra fordelningarna ar fundamentala i detta sammanhang.

Definition 5.1 En fordelning w = (w1, ma,...) ar en stationar fordelning till
en Markovkedja med évergangsmatris P om

TP =m. (5.1)

Om en Markovkedja har startfordelningen 7, sa erhalls fordelningen for X,

SO
p" =aP"=gPP" ' =gqP" '=...=qgP=n (5.2)

dvs X,, har fordelning 7v for alla n. Darav termen stationér.
Relationen (5.1) kan skrivas

(P — I) =0 dér I &ar enhetsmatrisen och 0 nollvektorn. (5.3)

Denna relation definierar ett linjart ekvationssystem i 7y, mo, . ... Koefficient-
matrisen P — I &r singulér, ty radsummorna &r ) jp—1=1-1=0 for alla
i. Alltsa finns en 16sning som ar skild fran 0-16sningen (dndligt tillstandsrum).
Man kan dock inte sdkert pasta om det finns en 16sning som &r en sannolik-
hetsfordelning, dvs en 16sning med ) . m; = 1 och m; > 0. Om tillstandsrummet
ar dndligt ar emellertid sa fallet.

Sats 5.1 Lat {X,;n > 0} vara en Markovkedja med ett dndligt tillstandsrum
och med évergangsmatris P. Da ezisterar en stationdr fordelning.

Bevis. Eftersom kedjan ér &ndlig finns ett slutet irreducibelt deltillstandsrum,
se sats 4.4. Vi kan anta att tillstand 1 tillhor detta. Antag att kedjan startar i
tillstand 1, d.v.s. Xq = 1. Lat T} vara antalet steg tills kedjan aterkommer till
tillstand 1. Att E(T}) ar dndlig foljer av att vi kan se 7} som en absorptionstid
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och att forvantade tider tills absorption &r éndliga; pa samma sétt som vid
hérledningen av (3.17) pa sidan 18 inser man att

RPN

keG\{l}

tl tk‘la
)

(1 —p11) —Pu
dér t; = E(T7) och ty; ar forvintad tid tills absorption i tillstand 1 givet start
i tillstand k. Lat U; vara antalet tidpunkter kedjan &r i tillstand j innan den
atervant till tillstand 1 och sétt u; lika med véntevérdet av U;, u; = E(U;).
Véntevirdena for Uj-variablerna ér ocksa éndligt eftersom U; < Tj. Vi skall
visa foljande likhet:
= wpy, j=12,... (5.4)
i€E
I ord innebér (5.4) att det ”forvintade antalet tidpunkter kedjan &r i till-
stand j ar lika med forviantat antal tidpunkter kedjan &r i tillstand ¢ och
déarefter gar till tillstand j, summerat 6ver alla 7, nagot som kanske verkar
intuitivt plausibelt.

Lat nu m; = =X

D keE Uk

. Da ér w = (my, 72, ... ) en sannolikhetsférdelning och
fran (5.4) fas

u
icE ZkGE k icE

eller i vektorform
w=mnP (5.6)

7 ar alltsa en stationér fordelning. Det kan vara nyttigt att dven tolka den
forsta likheten i (5.5) heuristiskt. Den séger i ord att den stationéra sanno-
likheten att vara i tillstand j &r forhallandet mellan den forvéntade tiden
som kedjan ligger i tillstand j mellan tva besok i tillstand 1 och den totala
forvantade tiden mellan tva sadana besok.

Vi skall alltsa visa (5.4) och infor ett antal indikatorvariabler. Séatt for n > 1

L) {1 om X; A1, Xo#A1,..., X0 1 #1,X, =i
n\l) =

0 om annars

d.v.s. I,,(7) & 1 om och endast om processen ar i tillstand i vid tidpunkt n
och inte har atervant till tillstand 1 fore denna tidpunkt. Man inser latt att
E(I,(i)) = 0 P(I,(i) = 0) + 1 - P(I,(i) = 1) = P(I,(i) = 1). Vi definierar
In(i) som 1 om i = 1 och 0 annars.

Om som ovan U;= tid i tillstand j innan tillstand 1 besoks igen, kan vi
skriva

Uj = Z]n<]) - ZZ]"_I(Z>I”(‘]> (57)

Den forsta likheten kan inses av att indikatorerna i hogerledet &r 1 precis nér
kedjan &r i tillstand j vid tidpunkt n och inte har aterkommit till tillstand 1 fore
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denna tidpunkt. Summan riaknar alltsa antalet ganger kedjan &r i tillstand j
fore aterkomst till tillstand 1. Den andra likheten inses av att ) . p In—1(7) =1
eftersom processen ér i ett och endast ett tillstand vid en given tidpunkt. Den
sista summan kan ocksa ses som en riiknare av antalet tidspar (n—1,n) sadana
att processen ér i tillstand j vid den vid tid n, innan den atervént till tillstand
1. Detta parantal maste vara detsamma som antalet ganger processen ar i
tillstand j fore aterkomst till 1. Notera att likheterna &ven géller for j=1 i
vilket fall alla leden blir lika med 1.

Vi har nu
= E(flfnm) = 5 i S bR G) = 3 3 Bl (0,0)
—ZZO P(L,_1(),(j) = 0) + 1 P(I,_1(i)I.(j) = 1)
Z Z W) =1)=> ZP(IH@ = )P(L,(j) = 1| Lia(i) = 1)

(5.8)

Den sista betingade sannolikheten kan skrivas

P(I,(j) = 1| L,-1(i) = 1)
=PX, =4, X141, Xo 1 A1 X1 #1,..., Xn2#1,Xn1=14) (5.9)

Om ¢ # 1 foljer av markoviteten, att ovanstaende sannolikhet &r
P(Xn:j | Xl 7é 17---7Xn—2 7£ 17Xn—1 :Z) :P(Xn:] | Xn—l :Z) :p”

(observera att hdndelsen {X; # 1,...,X,_1 # 1} i (5.9) foljer av den givna
héndelsen).

Om ¢ = 1 och n > 1 kan inte den givna och den betingade héndelsen i
(5.9) intréffa samtidigt; om I,,_1(1) = 1 har processen atervant till tillstand 1
och I,(j) = 0. Fér n = 1 &r sannolikheten i (5.9) P(I1(j) =1 | Ip(1) =1) =
P(Xi=j]Xo=1)=py.

Sétter vi in detta i (5.8) erhalls

Z >or = D)py + P(Xo = )py;

n=1icE\{1}
3 Y O
n=1 e E\{1}
i€B\{1} n=1 i€E\{1} icE
eftersom

ZEM ZE i) =D EB(ln(i) = E(3_ () = E(U:) =
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for ¢ # 1 och uy = 1.
Dérmed har vi visat (5.4). Vi har ocksa visat att
U1 1
7T1 = =

Yiervw  E(T)

dér Ty dr tid mellan tva besck i tillstand 1. Summan ), pu; dr ju den totala

forvantade tiden mellan tva besok i tillstand 1. For framtida bruk noterar vi

ocksa att m;/m = %:ZZ =u;j/u; = uj, d.v.s.

mj/m = E(U))
= forvintat antal besok i tillstand j mellan tva besok i tillstand 1. (5.11)

O

Beviset av satsen haller d&ven for oéndligt tillstandsrum om vi istéllet kraver
att den forviantade tiden mellan tva besok i tillstand 1 ar dndligt. Ett sadant
tillstand kallas positivt rekurrent. Vi aterkommer till detta i slutet av kapitlet.

I beviset kan vi naturligtvis lata vilket tillstand k& som helst i ett irreduci-
belt deltillstandsrum ersétta tillstand 1. Om k ar ett genomgangstillstand ar
sannolikheten positiv att man inte atervénder till tillstandet, d.v.s. T}, tiden
tills man atervént, ar odndlig med positiv sannolikhet. Darfor ar E(T) = oo
och 1/E(Ty) = 0. Av beviset ovan foljer att det finns en stationér fordelning
med 7, = 0 i detta fall. Darfor har vi féljande sats.

Foljdsats 5.1 Lat k vara ett godtyckligt fixt tillstand i en dndlig Markovkedja.
Da existerar en stationdr fordelning w sadan att m, = ﬁ dir E(Ty) ar
forvintad tid mellan tva besok i tillstand k.

Intresset for stationéra fordelningar kommer fran att det &r dessa som &r
de mojliga grinsfordelningarna.

Definition 5.2 En Markovkedja {X,;n > 0} sdgs vara ergodisk om en grins-
fordelning p existerar och om den dr oberoende av startfordelning, d.v.s. om
lim,, o PO P™ existerar och inte beror av p©.

Foljande sats dr en av huvudsatserna i teorin fér Markovkedjor.

Sats 5.2 En dndlig, irreducibel, aperiodisk Markovkedja dr ergodisk och dess
gransfordelning dr den entydiga, stationdra fordelningen.

Bevis. Vi anvénder oss av sa kallad kopplingsteknik. Lat {X,;n > 0} och
{Y;n > 0} vara tva oberoende Markovkedjor med évergangsmatrisen P.
Lat vidare {X,;n > 0} ha startfordelning p® och {Y;;n > 0} en stationir
startfordelning 7. Vi sétter Z,, = (X,,Y,). Da ér {Z,;n > 0} definerad pa
produkttillstandsrummet E x E och ar

(i) en Markovkedja (bevis 6verlamnas till 14saren)
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(ii) irreducibel och aperiodisk. Detta foljer av sats 4.8 pa sidan 28.

Lat T vara tiden tills Z,, for forsta gangen hamnar i (1, 1). Pa samma sétt
som 1 sats 3.2 pa sidan 16 fas att T ar #éndlig: P(T < oo) = 1. Man inser
att denna tid dr densamma som tiden tills absorption i den kedja man far om
man gor om (1, 1) till ett absorberande tillstand. Nar Z, nar (1,1) ar Y,, = X,
och dess framtida fordelningar blir lika. Eftersom fordelningen for Y, ar 7 for
alla n, kommer salunda gransfordelningen for X,, att vara densamma. Formellt
visar vi detta pa foljande sétt.

|P(X, =1)—m| =|P(X, =1)— P( (satsen om total sannolikhet)

Y, =1i)| =
ZP(Xn:i|T:k)P(T:k)—ZP(Yn:i|T:k)P(T:k)‘

> (P(X,=i|T=k)—P(Y,=ilT =k))P(T = /{;)‘ (5.12)

Den sista summan delar vi upp i tva delar och anvander triangelolikheten.

’Z(P(ani|T=k)—P(Yn:i|T:k))P(T:k)’

< Z((P(Xn:i|T:I<:)—P(Yn:z'|T:k;))P(T:k:)'
+ i (P(Xn:z'|T:k)—P(Yn:i]T:k))P(T:k)'. (5.13)

Betrakta forst den sista summan ovan.

i (P(Xn:i|T=k)—P(Yn:i|T:I<:))P(T:k;)‘ <
k=n+1

i (P(Xp=i|T=k) —P(Y,=i|T=k)|P(T=k)<

k=n+1

i P(T=k) =P(T>n+1).

k=n-+1

Betrakta sedan den forsta summan i hogerledet av (5.13). Denna summa &r 0
ty
PX,=i|T=k=PY,=i|T=k)

eftersom X och Y} bada ar 1 vid tid T' = k och X- och Y-processerna efter
denna tid ar processer med samma Overgangsmatris P och med samma start-
tillstand 1. Nar n — k tidsenheter efter tid T = k forflutit har X,, och Y,, da
samma fordelning, d.v.s. sannolikheten att bada antar vérdet ¢ ar lika.

Insatt i (5.12) erhaller vi |P(X,, = i) —m| <04+ P(T > n+1). Men da
n — oo gar P(T' > n+ 1) mot 0 och saledes &r lim,, o, P(X, = i) = ;.
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Av beviset framgar att den stationéra fordelningen dr entydig; lat ndmligen
startfordelningen for X,, vara en stationir fordelning 7', Da foljer av beviset
att 7’ och 7 sammanfaller. 0

Vi har alltsa visat att alla dndliga, irreducibla, aperiodiska kedjor har en
entydig stationér fordelning. Genom ett litet knep kan vi utvidga detta resultat
dven till periodiska kedjor.

Sats 5.3 En dndlig, irreducibel kedja har en entydig stationdr fordelning m

och det gdller att m; = dar T; dar tiden mellan tva besok i tillstand i.

- B(T)
Kvoten —L dr forvintat tid i tillstand j mellan tvd besék i tillstand i.

gy
Bevis. Antag P &r overgangsmatrisen och sitt Py = %(I + P). Man visar
latt att Py &r en overgangsmatris och eftersom diagonalelementen ar > % >0

ar den aperiodisk. Att den &r dndlig &r trivialt och eftersom P &r irreducibel
ar aven P, irreducibel.

Lat nu -« vara en fordelning. Vi har

1 1 1
P, =y <~ 7§(I+P):'y — §7P:§7 < P =~
d.v.s. v &r en stationér fordelning till P om och endast om - &r stationér till

P,. Men P; har en entydig stationér fordelning, saledes &ven P. Om 7 dr den

1
stationéra fordelningen foljer fran foljdsatsen 5.1 att m; = m, dér T; tiden
mellan tva besok i tillstand i. Det sista pastaendet i satsen ges for i = 1 av
ekvationen (5.11) pa sidan 34 och géller p.g.a. symmetrin for ett godtyckligt

tillstand 1. O

Lat {X,} vara en ergodisk Markovkedja med griansférdelning p och X
en stokastisk variabel med p som fordelning. For varje funktion g sadan att
E(g(X)) existerar géller da att

1 n
= " g(Xy) = E(g(X)) dan — 0. (5.14)
gy

Da tillstandsrummet bestar av reella tal ger speciellt valet g(z) = x att

_ 1<
X =-— X F(X
130X~ B(X),

k=1

vilket &r en generalisering av stora talens lag fran en f6ljd av oberoende sto-
kastiska variabler till Markovkedjor och innebér att véntevirdet i fordelningen
p kan skattas pa vanligt satt. Genom att vilja g som en indikatorfunktion kan
aven motsvarande komponent i p sjalv skattas.

Resultatet i (5.14) aterspeglar egentligen béttre det allmdnna begreppet
ergodicitet &n definition 5.2.
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Exempel 5.1 En Markovkedja med tillstand 1, 2 och 3 har féljande 6vergangs-
matris

0.2 0.3 0.5
P=106 0 04
0.1 0.3 0.6

Denna andliga Markovkedja ar irreducibel och aperiodisk, ldsaren far sjalv
visa detta. Den har alltsa en gransfordelning som &r oberoende av var kedjan
startar. Denna fordelning fas ur #P = 7 och m + m + w3 = 1, vilket ar
ekvivalent med ekvationssystemet

0.2m140.6m9 + 0.173 =my
0.3m+ 0.3m3 =my
0.577'1—}-0.471'2 + 0.671'3 =73

T+ o + Ty = 1

Ekvationssystemet har 16sningen m; = 0.239, w5, = 0.231, w3 = 0.530. O

Exempel 5.2 Betrakta en partikels slumpvandring pa talen {0,1,..., N}, och
antag att slumpvandringen sker ett steg till hoger med sannolikhet p eller ett
steg till vénster med sannolikhet ¢ = 1 — p. [ punkten 0 stannar partikeln kvar
med sannolikhet g och gar ett steg till hoger med sannolikhet p. I punkten N
gar den ej till hoger utan ligger kvar med sannolikhet p. Overgangsmatrisen &r

g p 0 ... 000
g 0p ... 000
0 g O 0 00
P=1. . .
000 ... g 0p
000 ... 0g¢qp

For att erhalla den stationéra fordelningen har vi att 16sa ekvationssystemet
m = wP, vilket ger

Ty = qmo + qm1 vilket ger m = WUZ—)
. 1 p, 1 2
T = pmo + qma vilket ger my = —(m — pmg) = mo—(— — 1) = mo(=)
q q q q
_ ~ 1 _ . (Py3
Ty = PT1 + T3 vilket ger 73—5(72—2971)—70(5)
Ny = prn_1 +pry  vilket ger my = BWN,I = (B)Nﬂ'o
q q
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Summan av sannolikheterna &r ett, 1 = Zf\io ™= Zfio(g)iﬂo. Denna summa
av en andlig geometrisk serie ar WO% varfor vi far
1—p/q . pvi_ l—pla
0 och saledes m; = (=) —————~—,t1=0,1,..., N
1—(p/g)N*! (q) 1—(p/g)N*!

Det forviantade antalet steg slumpvandringen varit i tillstand ¢ mellan tva
besck i tillstand 0 &r 7t = (’a’)i. O

5.2 Nagot om periodiska kedjor

Antag att P ar overgangsmatrisen till en irreducibel Markovkedja med peri-
od d. Det finns da d deltillstandsrum Dy, D+, ..., D, 1 mellan vilka kedjan
forflyttar sig, se sats 4.6 pa sidan 26. Vidare vet vi att det finns en entydig
stationar fordelning. Vi skall kort studera det asymptotiska upptriadandet och
lamnar at ldsaren att verifiera nedanstaende pastaenden.

a) P? har d irreducibla, aperiodiska, slutna delklasser, Dy, D1, ..., Dy_;. Var-
je delklass D, definierar en stationér fordelning med avseende pa P<,
) = (WET),WQT), . ,F](\?)) dér 7Ti(T) =0omi¢ D,.

b) 7@ P ir en stationir fordelning med avseende pa P? och har hela sin
sannolikhetsmassa pa D,. Alltsa &r ©(") = 7O P".

c) Sittw = "(1)+"(2;+"'+"(d) . Da dr 7 stationéir med avseende pa P, d.v.s. w =
7P och ar alltsa den entydiga stationdra fordelningen (my,ms,...,7N)
med avseende pa P.

d) Om ¢ € D, fas fran ovan att 7TZ(T) = dm;.

e) Om ¢,j € D,, ligger i samma delklass, giller saledes att

(n) } = dmj, om n — oo genom d, 2d, . ..
g =0omn#d,2d,...
Exempel 5.3 (forts Ehrenfest urnmodell) Modellen beskrivs i exempel

3.3 pa sidan 12. Kedjan &r periodisk med period 2, irreducibel och &ndlig.
En stationér fordelning existerar och den bestédms av ekvationssystemet

o :7T1/N

¢—1)+W i+ 1
N TN

T, = 7Ti—1(1 —

TN :7TN_1/N.
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Genom insdttning kan man verifiera att m; = (7;) o uppfyller ekvationssy-
stemet och summerar vi dessa varden erhalls

N N N
]_:ZWZ‘:Z(Z,>W0:7T02N
1=0 =0

Det betyder att m; = (7)(3)", d.v.s. att antalet partiklar i en urna r

Bin(N, %) vid stationéra forhallanden. Kedjan &r inte ergodisk men om man

startar med 0 partiklar i urnan kommer p\*" att gé mot 2("M)(3)N for jamna
viirden pa i. Sannolikheten p!°"™" kommer att gé mot 2("M)(3)N for udda

virden pa ¢ da n — oc. a

5.3 Det asymptotiska upptridandet hos dndliga
Markovkedjor

Vi har hittills studerat det asymptotiska upptrddandet hos irreducibla kedjor.
Vad kan man da séga i det allménna fallet?

Sats 5.4 En dndlig Markovkedja dr ergodisk om och endast om det existerar
en enda sluten irreducibel delklass och denna dr aperiodisk. Den asymptotiska
fordelningen dr lika med den stationdra.

Bevis Om det finns tva eller fler slutna irreducibla delklasser, kommer var
och en av dem att ge upphov till en stationér férdelning. Om det finns exakt
en irreducibel delklass kommer Markovkedjan forr eller senare att hamna i
denna. Detta foljer av de resultat som visats i avsnittet om absorption. Den
asymptotiska fordelningen ges sedan av den irreducibla delklassens stationéra
fordelning. O

Lat nu P vara en godtycklig évergangsmatris till en &dndlig Markovked-
ja och antag att F'i, Fy,..., F, &ar dess slutna delklasser och F klassen av
dess genomgangstillstand, se sats 4.3 pa sidan 25. Med sannolikhet 1 kom-
mer kedjan, var den &n borjar, att hamna i nagon av de slutna delklasserna
och sannolikheten att hamna i de olika delklasserna kan berdknas som absorp-
tionssannolikheter. Nar den val hamnat i en delklass, kan den asymptotiska
fordelningen beriknas enligt metoder ovan. Ar delklassen aperiodisk fas en
asymptotisk fordelning, dr kedjan periodisk fas det asymptotiska upptradandet
enligt avsnitt 5.2.

Sats 5.5 Lat {X,;n > 0} vara en dndlig Markovkedja. Da existerar

lim P(X, = j | Xo =)

n—oo

om och endast om j ej tillhor en periodisk delklass. Grinsvirdet dr da

n—oo
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dar a;, ar sannolikheten att hamna i delklassen F'y, vid start i tillstand i och
dir 7 fas fran den stationdra sannolikhetsfordelningen med avseende pa den
aperiodiska delklassen F'y. Speciellt dr grdinsvirdet lika med 0 om j dr elt
genomgangstillstand.

Bevis. Satsen foljer av att

P(X,=j|Xo=1)
= P(kedjan hamnar i F}, | Xg =) P(X,, = j | Xo = i, kedjan hamnar i Fy)
= P(kedjan hamnar i F'y | Xo =4)P(X,, = j | kedjan hamnar i F') — a;7;

da n — oo. O

Observera att vi i satsen inte forutsitter att grédnssannolikheten &r obe-
roende av startfordelning. Kedjan behover alltsa ej vara ergodisk, och ar det
endast om det finns en enda sluten delklass.

Exempel 5.4 En Markovkedja i diskret tid har tillstanden F = {1,2,3,4, 5,6}
och overgangsmatrisen

1 0 0 0 0 0
01 0 07 02 0 O
02 08 0 0 0 O

o 0 0 0 1 0

0 0 0 05 0 05

0O 0 0 1 0 0

Klassificera tillstanden och avgor om lim,, o P (X, =7 | Xo =1) fori,j =
1,2,3,4,5,6 existerar samt berdkna i sa fall dessa gréansvéarden.
Losning. Vi noterar att 1 dr ett absorberande tillstand. Vidare ér {4,5,6}
en sluten irreducibel delklass, medan 2 och 3 &r genomgangstillstand. Om vi
klumpar ihop 4, 5 och 6 i ett tillstand far vi en A-kedja med 6vergangsmatrisen

10 0 0
0.1 0 0.7 02

Pr=102 08 0 o0
0O 0 0 1
Om vi later a;; = P(absorption i tillstand j | start i tillstand i) sa erhaller

vi 91 = 0.1 + 0.7(131 och asy = 0.2 + 0.80,21 = 0.2 + 08(01 + 0.7&31) =
0.2+ 0.08 4+ 0.56a3; (se (3.11) pa sidan 17) som ger

Lo 02 28 T
TT(1-056) 44 11

och alltsa a3 (456 = 4/11. Vidare &r enligt ovan ag, = 0.1 + 0.7as; = 0.1 +
0.7-7/11 = 6/11 dvs as 456y = 5/11. Om vi betraktar delkedjan {4,5,6} sa
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har den Gvergangsmatrisen

0 1 0
0.5 0 0.5
1 0 0

och denna &r irreducibel ty 4 — 5 — 6 — 4 och aperiodisk ty 4 — 5 — 4 (tva
steg) och 4 — 5 — 6 — 4 (tre steg) och 2 och 3 &r relativt prima tal. Alltsa
ar denna delkedja ergodisk. Sker absorption i delkedjan {4,5,6} sa dr den sta-
tionéara fordelningen pa denna delkedja den asymptotiska fordelningen. For att
bestdmma denna stationdra fordelning (my, 75, 76) l6ser vi ekvationssystemet
7w =7mP dvs

s = 0.575 + g
Ts = T4

g = 0.575

1 =m+7m5+76

som ger m4(1 +1+0.5) =1 dvs my = 15 = 2/5 och g = 1/5.

Vi far alltsa att grénsvirdena existerar for alla ¢ och j. T.ex. erhaller vi
lim, oo P(X, = 4| Xo = 2) = aspa56) - ™2 = 5/11-2/5 = 2/11. Ovriga
gransvirden ges pa samma sétt av

1) limy oo P(Xp = 1| Xg=1) =1

2) lim, o P(X,, =7 | Xo=1)=2/5for j =4,5

samt lim,, o, P(X, =6 | Xq=1) =1/5 for i = 4,5,6.

3) limy oo P(X, = 1| Xo = 2) = 6/11

4) lim, .., P(X,=1| X =3)=7/11

5) limy oo P(Xn = j | Xo =2) = 5/11-2/5 = 2/11 for j = 4,5

samt lim,, oo P(X, = 6| Xo=2) =5/11-1/5=1/11

6) lim, .o P(X,=7| Xo=3)=4/11-2/5=28/55 for j = 4,5

samt limy, oo P(X, =6 | Xo = 3) = 4/11-1/5 = 4/55

Ovriga grénsvirden &r 0. a

5.4 Det asymptotiska upptradandet hos
Markovkedjor med odndligt antal tillstand

Villkoren for konvergens av Markovkedjor med é&ndligt antal tillstand &r, som
framgatt av tidigare avsnitt, grafteoretiska. Karaktédren av det asymptotiska
upptriadandet bestdms av sadana egenskaper som irreducibilitet, periodicitet
och absorption. Sa &r inte fallet om antalet tillstand &ar odndligt, da mojligheten
att driva mot oédndligheten tillkommer. Denna ”drift” bestdms inte enbart av
de grafteoretiska egenskaperna.

Exempel 5.5 Betrakta en partikels slumpvandring pa de naturliga talen, som
i exempel 3.1 pa sidan 10, och antag att slumpvandringen sker ett steg till
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héger med sannolikhet p och ett steg till vanster med sannolikhet ¢ = 1 — p.
I punkten O stannar partikeln kvar med sannolikhet ¢ och gar ett steg till
héger med sannolikhet p. Om 0 < p < 1 &r kedjan aperiodisk och irreducibel,
men dess asymptotiska upptriadande beror pa p-viardet. Om p < % kommer
en asymptotisk férdelning att existera och vi skall senare berikna denna. Om
p > % kommer kedjan att driva mot o#éndligheten och om p = % kommer
kedjan att oscillera mer och mer och sannolikheten att finna den i en given
punkt kommer att ga mot 0. Nagon gransfordelning kommer inte att existera
i dessa fall. O

For &ndliga, aperiodiska, irreducibla Markovkedjor dr den asymptotiska
fordelningen lika med den stationdra. For odndliga kedjor géller samma sak,
och dessutom é&r existensen av en stationdr fordelning ett bade nodvéandigt
och tillrackligt villkor for att kedjan skall konvergera. I det dndliga fallet finns
alltid en stationar fordelning, men sa behover inte vara fallet for en odndlig
Markovkedja.

Sats 5.6 Lat P vara overgangsmatrisen till en irreducibel, aperiodisk Markov-
kedja. Betrakta foljande ekvationssystem, x = (x1,2a,...).

x=xP
: (5.16)
;>0 1=1,2,...
Da gdller
a) Om (5.16) har en lésning sadan att
0<) ;< o0 (5.17)
i=1
sa har Markovkedjan en entydig stationdr fordelning som ges av
T = (71'1, T2, .. ) ddr
M= ! (5.18)

Z;il Lj
Markovkedjan dr ergodisk med grinsfordelning som ges av .

b) Om (5.16) har en losning som satisfierar

ixi = 00 (5.19)
i=1

sa har kedjan ingen stationdr fordelning och dr inte ergodisk.
Bevis. Visas ej. a
Forts av exempel 5.5 Ekvationsystemet (5.16) leder till

o = qro + qI1 (5.20)
T; = pTri—1 + qTi+1 1= 1, 2, ce (521)
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V1 kan skriva om denna

21 =2 (5.22)
q
1
Tjy1 ==X — ]_)xi—l 1= 1, 2, c. (523)
q q

Man kan 16sa detta system iterativt och erhaller (jfr. exempel 5.2 pa si-
dan 37)

Om p < ¢, dvs p < 1, konvergerar serien » - x; = Z;’io(g)%o och sum-

man ar xom. En stationér fordelning existerar och denna ges av 7 med

T; Py (Pyi

m=s—=0-2)()

Zj Lj

en geometrisk fordelning med parameter 1 — %. Denna ér ocksa den asympto-
tiska férdelningen.

Omp > gq, dvs p > %, konvergerar inte summan » . z;, vilket litt inses.
Kedjan har ingen stationér fordelning och &r inte ergodisk. a

Aven om kedjan i detta exempel inte har nagon asymptotisk fordelning om

p > % ar det en kvalitativ skillnad i det asymptotiska upptradandet mellan

fallen p = % och p > % I det sista fallet &r det en drift mot odndligheten

och sannolikheten att komma tillbaka till ett givet tillstand 7 &r strikt mind-
1

re dn 1 (sannolikheten att aterkomma &r q/p). I fallet p = 5 &r dédremot
sannolikheten att komma tillbaka till 7 lika med 1, dvs man kommer sdkert
tillbaka till tillstandet och darav foljer att man aterkommer ett odndligt an-
tal ganger. Fallet p = % ar i detta avseende kvalitativt detsamma som fallet
p < % Tillstand till vilka man sidkert kommer tillbaka kallas rekurrenta eller
bestindiga tillstand. I fallet p = % ar dock den forvantade tiden tills kedjan
aterkommer till ett tillstand oéndlig, men i fallet p < % ar denna forvintade
tid &dndlig. Rekurrenta tillstand for vilka forvintad aterkomsttid dr odndlig
kallas nollrekurrenta eller nollbestindiga. Om forvintad tid dr dndlig kallas
tillstandet for positivt rekurrent eller positivt bestindigt. Tillstand som man
med sannolikhet mindre &n 1 atervinder till kallas transienta (kallas dven
obestindiga). Genomgangstillstand &r transienta tillstand och om kedjan &r
andlig géller &ven motsatsen. I en Markovkedja med odndligt antal tillstand
kan tillstand vara transienta utan att vara genomgangstillstand, t.e.x. ar alla
tillstand i slumpvandringsexemplet ovan transienta om % < p < 1 men inget
ar genomgangstillstand.

Tva kommunicerande tillstand &r antingen bada nollrekurrenta, eller bada
positivt rekurrenta eller bada transienta. Det innebér att alla tillstand i en
irreducibel kedja har samma karaktdar. Av anmérkningen efter beviset av sats
5.1, se sidan 34, foljer att en Markovkedja med ett positivt rekurrent tillstand
har en stationér fordelning. Satserna 5.1 pa sidan 31 och 5.3 pa sidan 36 géller

om villkoret ”&ndlig kedja” ersdtts med villkoret ”positivt rekurrent kedja”.
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I sjélva verket &ar villkoret ”positivt rekurrent kedja” ocksa nodvandigt for
existens av en stationér fordelning i en irreducibel kedja, d.v.s. i en irredu-
cibel Markovkedja som har en stationédr fordelning dr alla tillstand positivt
rekurrenta.



Kapitel 6

Markovprocesser i kontinuerlig

tid

6.1 Inledning

Vi ska nu diskutera fallet med 7' = [0, 00) och bérjar med nagra begrepp som pa
det stora hela ar naturliga modifieringar fran fallet med diskret tid. Tillstands-
méngden E later vi i allménhet vara E = {0,1,..., N} eller E ={0,1,...}.

Definition 6.1 En stokastisk process X (t) kallas en (diskret) Markovprocess

om
P(X(tpi1) = tns1 | X(tn) = tn, X(tno1) = tn-1,..., X (to) = io) (6.1)
= P(X<tn+1) = lnt1 | X(tn) = in) (6-2)

for allan, alla 0 <ty <ty <...<tyy1 och alla tillstand g, ... i1 € E.

Om P(X(t+s) =7 | X(s) =1), i,j € E, inte beror av s, sa dr processen
tidshomogen. Liksom for Markovkedjor i diskret tid begréansar vi oss till detta
fall.

Vi sitter p;;(t) = P(X(t+s) =7 | X(s) =1) och

Poo(t) poi(t) ... pos(t)
po(t) pu(t) ... pi(t)

P = (@), = | © . (63)
pio(t) pa(t) ... pi(t)

dér p;;(t) = P(X(t) = j | X(0) = i) eftersom processen dr tidshomogen.
Matrisen P(t) &r 6vergangsmatris for tid ¢.
Vi sétter ocksa

p(t) = (po(t), pr(t), . ..) déir pi(t) = P(X(t) = 1)
d.v.s. p(t) ar fordelningen for X (¢).
Pa samma sitt som for Markovkedjor visar man
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X(t)

Figur 6.1: Illustration av en realisering av en reguljar Markovprocess.

Sats 6.1 (Chapman-Kolmogorov) For alla s,t > 0 gdller

a) pij(s +1) = > peg Pir(8)pr; (t)
b) P(s+1t) = P(s)P(1)

¢c) p(s +1t) =p(s)P(t).

Det enklaste fallet av Markovprocesser kan tyckas vara da familjen av
X (t)m ar oberoende, d.v.s. da X(t) och X(s) &r oberoende sa snart ¢ # s.
Antag att X (t)-variablerna dr oberoende och 0 med sannolikhet 3 och 1 med
sannolikhet 1. I sa fall skulle i varje éndligt tidsintervall, oéndligt manga X ()
vara 0 och o#éndligt manga vara 1. Processen {X (f);¢ > 0} &r en synnerligen
irreguljar, av ett slag som vi vill undvika. Intressantare &r processer som med
sannolikhet 1 ligger kvar i ett tillstand en positiv tid.

Definition 6.2 En Markovprocess kallas reguljar om den med sannolikhet 1
gor hdgst andligt manga hopp under dandliga tidsintervall och med sannolikhet
1 ligger kvar en posit