Tentamensskrivning f6r kursen MSG300/TMS110 Markovteori.
Fredagen 28 maj 2010 i V-huset.

Larare: Tommy Norberg, ankn 3528, mob 0730 794209.
Hjélpmedel: Typgodkind raknedosa och bifogat formelblad.

>3k 3Kk Kk sk ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk kR kokok skok sk sk sk sk sk ko skokok sk ok sk sk sk sk skokok skok sk sk sk sk sk koo skokokok sk sk skoskokokokoskokosk

Fullt n6jaktigt 16st uppgift ger 5 poéng. For GU-elever ar betygsgrinserna 14
resp 22 poang, och fé6r Chalmers-elever dr grinserna 14, 19 resp 24 poing.

1. Lat T}, T; vara exponentialfordelade med intensiteter \;, Ay och oberoende.
Satt T' = min; 7T;.

(a) Visa att T &r exponentialfordelad.
(b) Bestam P(Tl < Tg)

2. For en tidshomogen Markov-kedja i diskret tid, visa att n:te ordningens
overgangssannolikhet pg»l) ar lika med elementet pa rad ¢, kolumn j i den
n:te potensen av transitionsmatrisen P (d.v.s element ij i P").

3. Betrakta Markov-kedjan med transitionsmatris

0.3 0.0 0.0 0.7 0.0
0.0 1.0 0.0 0.0 0.0
P= |08 00 00 00 0.2
0.5 0.0 0.0 0.5 0.0
0.0 02 04 00 04

Tillstanden bendmns a, b, ¢, d, e. Kedjan startar i tillstand e. Bestam gransvérdet
da antalet steg gar mot odndligheten av sannolikheten att kedjan &r i till-
standet d.

4. Betrakta Markovkedjan med intensitetsmatris

—0.005  0.002  0.003
Q= 0.001 -0.002  0.001
0.004  0.000 —0.004

Tillstanden kallas 1,2,3. Visa att kedjan &r ergodisk och bestim dess
gransfordelning.

5. Betrakta ater kedjan i ovanstaende problem. Antag att den startar i till-
stand 1. Efter hur lang tid kan man forvinta sig att den kommer till
tillstand 37

6. Formulera Littles formel och bevisa den i fallet M/M/1-ko.

For kortfattade I6sningar, vind!



1.

(a) Se laroboken, beviset av sats 2.3.
(b) T.ex P(Tl < Tg) = / P(Tl < T2|T1 = t) /\1€_>\1t dt =
0

/ P(t < T2|T1 = t) )\16_)\1t dt = / P(t < Tg) )\16_)\1t dt =
0 0

& A
/ /\16_(’\1+)‘2)t = !
0 A1+ Ay

Att resultatet ar sannt for n = 2 féljer utav pg) = P(Xy=j|Xo=1) =
Yo P(Xyh = k| Xy = 0)P(Xy = j|Xo = k) = >, pikPr;. For allmént n,

anvand induktion och ridkna analogt.

Tillstandet b dr absorberande och tillstanden a,d bildar en irreducibel

sluten delméingd. Tillstanden ¢, e dr genomgangstillstand. Sannolikheten

aep for absorbtion i b, givet start i e fas ur ekvationssystemet ae, = pep +

Declcb 1 Peeleb; Acb = Pcb T+ Decleb T Peeleb- Lésningen ar Gep = 5/13> Qep =

1/13. Stationér fordelning 7 = [m, 74 pa delklassen a,d fas genom att
0.3 0.7

16sa 7 05 05| =T Losningen ar m, = 5/12, 7y = 7/12. Genom att
hénvisa till [implig ergodsats kan vi nu konkludera att

P(X, =d|Xo=¢€) — (1 — ag)mq = 14/39 ~ 0.359.

Att kedjan ar ergodisk foljer av att tillstandsrummet ar dndligt och irre-
ducibelt. Gransfordelning &r den stationéra, som fas ur 7@ = 0. Lésningen
ar m = my = mg = 1/3.

Vi gor tillstandet 3 absorberande. Med standardbeteckningar fas t; =
200 + Zt5, t5 = 500 + 1t;. Losningen dr t; = 500, ¢ = 750.

Littles formel &r en del av sats 7.1. Den séger att forviintat antal i ko ar lika
med ankomstintensiteten ganger forvintad kotid: [, = Aw,. En M/M/1-
ko ér en fodelse- och dodsprocess med konstanta fodelse- och dodsinten-
siteter. Kalla dessa A resp pu. Genom att infora p; = <%) och anvinda
lamplig sats, konstaterar vi att stationér férdelning finns da A < p och ar
= (1—p)p fori=0,1,... dir p = ﬁ (j.f.r sats 7.3). Enl sats 7.4 &r
2 . . 2
l d: 1"7/) och enl sats 7.5 dr w, = ﬁ. Vi ser nu att w,\ = 1’%/) = lg,
qed.



