GENERERANDE FUNKTIONER J. Bjornberg
Extra material till TMS137 september 2018

Genererande funktioner anvénds for att, pa ett kompakt sétt i en enda funktion, samman-
fatta all information om en slumpvariabel X. Vi tittar pa tva sorters genererande funktioner:
sannolikhetsgenererande samt momentgenererande.

1 Sannolikhetsgenererande funktion

Denna funktion definierar vi endast for diskreta slumpvariabler med heltalsvirden > 0. Dvs
X tar véirden i {0,1,2,...} och har sannolikhetsfunktion p(k) = px(k) = P(X = k). Den
sannolikhetsgenererande funktionen definieras da av

Gx(s) = E[s*] :Zp(k)sk, s €[0,1].

k>0

For att se att F[sX] verkligen ges av summan i hogerledet anviinder vi det allménna uttrycket

Elg(X)] = X2, 9(k)p(k) med g(k) = s*.

1.1 Exempel

e Om X &r tvapunktsfordelad, dvs X tar virden 1 eller 0 med sannolikhet p respektive
1—p, sa far vi
Gx(s) = (1—p)s’ +ps' =1—p+ps.

e Om X har binomialférdelning Bin(n, p) sa giller p(k) = (})p"(1 — p)"~* for 0
k < n (och p(k) = 0 annars). Genom anvéndning av binomialsatsen (z + y)"
Sopeq (B)aFy™F ser vi att

Gx(=Y (1)t - Z( )= = (= p s

k=0 k=0
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e Om X &r Poissonfordelad, Po()), s& kan vi anvéinda formeln e” = 3, 2k /k! for att
riakna fram:

k k
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Trots att den sannolikhetsgenererande funktionen G(s) i sluténdan bara dr ett véntevirde
(av s%) s& innehaller den all information om férdelningen hos slumpvariabeln X. Detta har
att gbra med att vi har en parameter s som vi kan manipulera. Om vi exempelvis séitter s =0
sa far vi G(0) = p(0), sannolikheten att X = 0. Vi kan ocksa ta derivator:

e Forsta derivatan ar G'(s) = > ;¢ kp(k)sk—1. Sitter vi s = 0 sa far vi: G'(0) = p(1),
sannolikheten att X = 1. Sétter vi s = 1 sa far vi vintevirdet: G'(1) = >, kp(k) =
E(X).

e Andra derivatan dr G"(s) = > ;50 k(k — 1)p(k)s*=2. Sitter vi s = 0 sa far vi: G”(0) =
2p(2). Sitter vi s = 1 sa far vi viinteviirdet av X (X —1) = X? - X G/'(1) = > ko k(k—
Dp(k) = E(X(X - 1)).



I allménhet géller foljande:

Sats. Sannolikhetsfunktionen px (k) kan riknas ut fran Gx(s) genom formeln:

dir G®) betecknar derivatan k ganger.

Inneborden av denna sats &r helt enkelt att G x (s) innehaller all information om férdelningen
hos X: vet man funktionen G(s) sa vet man dven sannolikhetsfunktionen p(k).

Relevansen av detta #r framforallt att det kan vara ldttare att rdkna ut G(s) &n sjilva
p(k). Exempelvis har vi tidigare jobbat med faltningsformler for att ta fram fordelningen
hos en summa X + Y av oberoende slumpvariabler. Det kan vara besvirligt att anvénda
faltningsformeln och det ar ldtt att rikna fel. Tack vare foljande sats kan man, atminstonde
i princip, ibland gora det enklare for sig genom att anvinda den sannolikhetsgenererande
funktionen:

Sats. Om X,Y &r oberoende slumpvariabler, bada med virden i {0,1,2,...}, sa géller att
Gxiv(s) = Gx(s)Gy(s).
Resultatet foljer fran den allménna reikneregeln for vanteviarden av produkter av obero-
ende slumpvariabler, om vi betraktar sX respektive s¥ som ‘egna’ slumpvariabler:
Gxiy(s) = E[s*TY] = E[s*sY] = E[s*|E[sY] = Gx(s)Gy(s).

1.2 Exempel

Vi kan med hjilp av satsen visa att summan av oberoende Poissonférdelningar ocksa dr en
Poissonfordelning: om X, Y &r oberoende med fordelning Po(p1) respektive Po(u;) sa giller:

Gy (5) = Gx(s)Gy (s) = et (e Depale) = clintu)o-D),

Alltsa har X + Y fordelning Po(p1 + p2).

2 Momentgenererande funktion

Vi ndmner ocksa en till genererande funktion, denna gang definierad for godtyckliga slump-
variabler X (som kan vara kontinuerliga, och/eller ta negativa virden osv). Den kallas for
den momentgenererande funktionen och definieras av

Mx(t) = E[e"].

Den hér funktionen har liknande egenskaper som den sannolikhetsgenererande funktionen,
exempelvis géller (med i princip samma bevis):

Sats. Om X,Y &r oberoende slumpvariabler sa géller att

Mx v (t) = Mx (t) My (t).



2.1 Exempel

e Om X har den likformiga fordelningen U(0,1) mellan 0 och 1 sa giller som bekant att
f(s) =1 for s € [0,1] och f(s) = 0 annars. Den momentgenererande funktionen kan
raknas ut genom:

Ml = Bl = [ e s(s)ds= [ Cetsgs— €L

. t

e Tidigare rdknade vi ut fordelningen hos X +Y, ddr X, Y &r oberoende med fordelning
U(0,1), genom att anvénda faltningsformeln. Den momentgenererande funktionen for
X +Y ér latt att rdkna ut:

My (t) = M (£) My () = (et - 1)2.



