
1 Ett stickprov

1.1 Ett normalfördelat stickprov

Antag att X1, . . . , Xn är oberoende N(µ, σ2)-fördelade variabler. L̊at

X =
1

n

n∑
i=1

Xi

beteckna stickprovsmedelvärdet och

S2 =

∑n
i=1(Xi −X)2

n− 1
=

∑n
i=1 X2

i − nX
2

n− 1

stickprovsvariansen.

1.1.1 Ett normalfördelat stickprov. Känd varians

D̊a σ2 är känd är
X − µ

σ/
√

n
∼ N(0, 1).

1.1.2 Ett normalfördelat stickprov. Okänd varians

Om σ2 är okänd använder vi istället att S2 är en väntevärdesriktig skattare
av σ2 och att

X − µ

S/
√

n
∼ t(n− 1).

1.2 Skattning av proportioner

Antag att n oberoende försök görs och l̊at X vara frekvensen för en händelse
med sannolikhet p. D̊a är X ∼ Bin(n, p). Om np > 10 och n(1 − p) > 10
gäller att

p∗ − p√
p∗(1− p∗)/n

≈ p∗ − p√
p(1− p)/n

appr∼ N(0, 1).

där p∗ = X/n.



2 Tv̊a stickprov

Not: Om vi har parade normalfördelade variabler (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) där
Xi ∼ N(µX , σ2

X), Yi ∼ N(µY , σ2
Y ), i = 1, . . . , n och Xi, Yi är mäts p̊a samma

individ/enhet i, kan vi bilda differenser Zi = Xi − Yi och behandla de n nya
variablerna som i enstickprovsfallet.

2.1 Tv̊a oberoende normalfördelade stickprov

L̊at X1, . . . , Xn vara oberoende, alla N(µX , σ2
X)-fördelade med stickprovs-

medelvärde X samt stickprovsvarians S2
X . L̊at p̊a samma sätt Y1, . . . , Ym

vara oberoende, alla N(µY , σ2
Y )-fördelade med stickprovsmedelvärde Y samt

stickprovsvarians S2
Y .

2.1.1 Tv̊a oberoende stickprov. Känd varians.

D̊a σ2
X och σ2

Y är kända är

X − Y − (µX − µY )√
σ2

X

n
+

σ2
Y

m

∼ N(0, 1).

2.1.2 Tv̊a oberoende stickprov. Okänd, men lika varians.

Om σX = σY = σ, men σ okänd är

S2
P =

(n− 1)S2
X + (m− 1)S2

Y

n + m− 2

(P:et st̊ar för pooled) en väntevärdesriktig skattare av σ2 och

X − Y − (µX − µY )

SP

√
1
n

+ 1
m

∼ t(n + m− 2).

2.1.3 Tv̊a oberoende stickprov. Varianser olika.

D̊a σX och σY inte kan antas lika använder vi istället att

X − Y − (µX − µY )√
S2

X/n + S2
Y /m

appr∼ t(v).



där frihetsgradsantalet skattas fr̊an v̊ara observationer som

v =

⌊
(s2

X/n + s2
Y /m)

2

(s2
X/n)2

n−1
+

(s2
Y /m)2

m−1

⌋
.

Not: Antag att X1, . . . , Xn oberoende, alla med samma fördelning som X
med E[X] = µX och V ar(X) = σ2

X och p̊a samma sätt att Y1, . . . , Ym obe-
roende, alla med samma fördelning som Y och E[Y ] = µY och V ar(Y ) =
σ2

Y . Enligt centrala gränsvärdessatsen är p̊ast̊aendet ovan approximativt gil-
tigt för stora stickprovsstorlekar n och m även d̊a X och Y inte är nor-
malfördelade.

2.2 Jämförelse av proportioner

Antag att X ∼ Bin(n, pX) och Y ∼ Bin(m, pY ) är oberoende. För stora n,
m gäller

p∗X − p∗Y − (pX − pY )√
p∗X(1− p∗X)/n + p∗Y (1− p∗Y )/m

appr∼ N(0, 1)

där p∗X = X/n, p∗Y = Y/m. För specialfallet pX = pY = p gäller att

p∗X − p∗Y√
p∗(1− p∗) (1/n + 1/m)

appr∼ N(0, 1)

där p∗ = (X + Y )/(n + m).

3 Goodness-of-fit test

3.1 Jämförelse mellan uppmätta och teoretiska frekven-
ser. Teoretiska frekvenser kända.

L̊at N1, . . . , Nk vara frekvenser för kategorierna A1, . . . , Ak i totalt n =∑k
i=1 ni oberoende försök. L̊at pi = P (Ai), i = 1, . . . , k. D̊a är

Q =
k∑

i=1

(Ni − npi)
2

npi

appr∼ χ2(k − 1)

d̊a npi > 5, i = 1, . . . , k.



3.2 Jämförelse mellan uppmätta och teoretiska frekven-
ser. Teoretiska frekvenser skattade.

L̊at N1, . . . , Nk vara frekvenser för kategorierna A1, . . . , Ak i totalt n =∑k
i=1 ni oberoende försök. L̊at pi(θ) = P (Ai), i = 1, . . . , k bero av en okänd

parametervektor av längd m. Om θ skattas med maximum likelihoodskatta-
ren θ̂ är

Q =
k∑

i=1

(Ni − npi(θ̂))
2

npi(θ̂)

appr∼ χ2(k − 1−m)

d̊a npi > 5, i = 1, . . . , k.

4 Enkel linjär regression

Modell: Y1, . . . , Yn är oberoende och s̊adana att

Yi = β0 + β1xi + εi

där εi ∼ N(0, σ2). L̊at

Sxx =
n∑

i=1

(xi − x)2, SxY =
n∑

i=1

(xi − x)(Yi − Y ).

Minsta kvadratskattarna av β0 och β1 är

β∗1 =
SxY

Sxx

, β∗0 = Y − β∗1x.

En väntevärdesriktig skattare av σ2 är

S2 =
SSE

n− 2
=

∑n
i=1(Yi − (β∗0 + β∗1xi))

2

n− 2
.

Det gäller att
β∗1 − β1

S/
√

Sxx

∼ t(n− 2).


