Losningar till tentamen: Matematisk statistik D (TMA290) samt
Matematisk statistik IT (TMS155), onsdagen den 16 mars 2005, kl.
8.30-12.30, V-huset.

1. (@) La A ={Produkt fran maskin A}, B = { Produkt fran maskin B} och C =

{ Produkt fr&n maskin C}. Vi har att P(A)=0.4, P(B)=0.40ch P(Cc)=0.2.L& D =

{ Produkt & defekt}. Vi har att P(D|A)=0.01, P(D|B)=0.02, och P(D|C)=0.03.
Sannolikheten for att en produkt &r defekt fas genom lagen om total sannolikhet som

P(D) = P(D|A)P(A) + P(D|B) P(B) + P(D|C) P(C) =
= 0.01[0.40 + 0.02 [D.40 + 0.03[0.20 = 0.018

P(D|A)P(A)

P(D)

(b) Bayes sats ger att P(AD)= =0.222.

2.(a) T=2"H0 & enlamplig teststatistikaoch T IN(02)

a/\/ﬁ

(0) T=2"H0 5 en lamplig teststatistika.och T [t ,

s//n

_ 2
)T =% & en lamplig teststatistika.och T 0 x2.,
0

(d) Tack vare centrala grénsvardessatsen far vi att T = X~ Hy

le/ﬁ

teststatistikaoch det galler approximativt att TCON(0,1) .
X = Uy
S/n

teststatistikaoch det géller approximativt att T Ot _, .

ar en lamplig

(e) Tack vare centrala gransvardessatsen far vi att T = ar en lamplig

3.(a) Fran frekvensfunktionen far vi fordel ningsfunktionen som

X Y

F(x)=] f(y)dy=f i e_”dy=[— e'y"] 1-e @
0

° a

0
Vidare har vi att P(X < x)=F(x), @ =110 samt B =1.2och darfor far vi att

1602
P(X <160)=F(160) =1-e 0 =0.982

(b) For att f(x) skakunnavaraen frekvensfunktion kravsatt f(x)=0,0x, samt att

g X
e 9, x>0, sauppenbarligen &r det forsta

I f(x)dx=1. Vi har att f(x)=

villkoret uppfyllt.

a



Saledes ar ocksa det andra villkoret uppfyllt.

4. (a) La X=Antaet akutfall under ett jourpass. Eftersom vi akutfallen intréffar
enligt en Poissonproces med parameter A = 4.3 foljer att X OPoi(4). For en
e A

— Vi &r intresserade av
X!

Poissonférdelad variabel med parameter A& P(X = x)=

sannolikheten att inte fa nagot akutfall och sdledes far vi
e’

P(x =0)= e**=0.0136.

(b) L& Y=Antalet akutfall totalt under tv& jourpass. Det féljer att Y OPoi(2[R). Vi fér

e 2m)Y

at P(Y =y)= . Vi & intresserade av att vi ska ha exakt tva akutfall under

e—ZD (2 m)Z _ e—2@.3 I]Z m3)2
2 2

= 0.00681.

tv&jourpass och f&r darfor P(Y =2)=

5. (a) (i) Korrelationen &r 1. (ii) Korrelationen ar —1. (iii) Korrelationen &r O.
(b) Oberoende mellan X och Y definieras som att f,, (x,y)= f, (x) Of, (y), d.v.s. den

gemensamma frekvensfunktionen &r produkten av de marginella
frekvensfunktionerna. Kovariansen ar

cov(X,Y)=E[(x - E[X])(Y - E[Y])] = E[xY] - E[X]E[Y]. *)

| det kontinuerliga fallet fér vi att E[XY] = [ [ X0y [f, (x, y)dydx och genom att

0Ky

utnyttja oberoendet fas att

E[xv] = [ x 0t (a0 y O, (y)ay = E[X] E[¥],

Ox

Inséttning i (*) leder till att vi ser att kovariansen blir O. | det diskretafallet har vi att
E[XY]=>">" xy Of 4 (x, y) och genom att utnyttja att vi har oberoende fér vi

Ox DOy

E[xv] =3 x 0y ()3 y O, (v) = E[X]E[Y]
Inséttning i (*) ger att kovariansen blir O.

Korrelationen & definierad som p,, = % C?;()X&/Y)(Y) . Eftersom kovariansen &r 0,
ar ar

blir ocksa korrelationen O.



6. (a) Vi later x beteckna dosnivan och Y beteckna tillfriskningstiden.
Regressionsmodellen ér att Y, = 8, + B, [k +¢,, déar & O N(O,az). Parametrarna g,
och S, skattas genom

n

nzxi Ly, _inZYi
b, =—= ==L och b, =y -bX. Gors dettamed de i uppgiften givna

n

an —(inj

i=1

talen f&s b, =-53.60 och b, =90.07 .

(b) En residualplot ger god information om rimligheten i modellen. Vi ser att det
verkar som om data ligger slumpmassigt spridda runt x-axeln , men att det verkar som
om variansen &r storre for 1aga dosnivaer. Mgjligen ar det alltsa sd att variansen inte &r
samma for allavarden pax, vilket skulle strida mot antagandet i modellen.

y-b0-b1x

Dosnivaer

7. Vi berdknar medelvarde och skattningen av standardavvikelsen enligt formler pa
sidan 469 i Beta. Vi far x=21.81 och s=1.28. Ett 100(1-a)% konfidensintervall for
vantevérdet i en normalfordelning f&ssom X +t,,, 5/+/n, dér t,,, & sidan att
P(T>t,,,)=a/2,dér TOt,,.Vihar 1-a =095, vilket ger @/2=0.025. Talet t,,,
kan man sla upp tabell. Vi vet att n=10, och far att t,,, =2.262. Detta gor att det

95%-iga konfidensintervallet blir 21.81+ 2.2621.28//10 = 21.81+ 0.9189. (0.95).

8. L& X;,i=1,...,5 betecknavikten pa de 5 olikamanliga studenterna. och v, ,
j=1,..,.3 beteckna vikten pé de 3 olika kvinnliga studenterna. Vi vet att x4, =77.3,

5 3
oy =101, pu, =6290ch 0, =83.L& S=) X; +Y; . En summaav oberoende
i=1 j=1
normalfordelade variabler & ocksa normalfordelad dar vantevérdet & summan av
vantevardena for de summerade variablerna och variansen & summan av varianserna
for de summerade variablerna. Vi f& sdledes att



5 3
us =E[g]= E[Z X; +ZYJ}=5Duxi +30u, =5077.3+3(62.9=575.2
i=1 =1
och
5 3
o2 =Var(S)=Var[z X, +ZY1J:597; +3[b; =5010.1° +3[B.3° =716.72
i=1 i=1

vilket i sin tur gor att o5 =26.77. Vi kan nu rékna ut sannolikheten att totala vikten

dverstiger 630 kilo genom att utnyttjaatt Z = STHs N(03):
Os

- 630 - 575,
P(S>630)=1- P(S<630)=1- p| >~ Hs <8307 Hs :1—P(Zg—630 5752):
Os Os 26.77
=1- P(Z <2.05)=1-0.9798 = 0.0202

dar den sista sannolikheten f&s genom att tittai normalférdelningstabellen i Beta.

9.(a) Vi kan utfora ett signifikanstest for att testa vara hypoteser, som ar

Ho:p=0.25
H,:p<0.25

L& X =Antal forsok bland 5 som lyckas. Vi har oberoende forsok och samma
sannolikhet att lyckasi vart och ett av forsoken alltsd & X OBin(n, p), dar n=5. Vi

raknar ut vart p-varde:
P(X <1p=0.25)=P(X =0|p=0.25)+ P(X =1p=0.25)=

= @o.zs0 (1-0.25)° + @o.zsl (1-0.25)°" =0.633

dér vi har utnyttjat att téthetsfunktionen for en binomiaférdelad variabel ar
f(x)= (ZJ p*(1- p)"™*. Vi ser att p-vérdet & vadigt hogt och kan konstatera att det
inte gar att forkast H,,.

(b) Vi har nu samma hypotes som i (a), och later Y =antalet forsok tills det forsta
lyckade. Forutsdttningarna gor att Y 0Geo(p) . Vi kan utnyttja detta for att rékna ut ett

p-vérde:
P(Y>7p=0.25)=P(Y >6/p=0.25)=(L- p)° =0.75° =0.178
dar vi har utnyttjat att sannolikheten att misslyckas 7 ganger eller fler & sannolikheten

att misslyckas minst 6 ganger. Vi kan konstatera att p-vardet ar hogt aven har och vi
kan sdledes inte forkasta H, panagon rimlig signifikansniva.



10. (a) La X, =avstandet fran O till punkt nummer i. i = 1,...,5. Eftersom punkterna
ar likformigt fordelade pa (0,1) har vi att F, (x)=x. Den punkt som ligger nérmast 0

maste vara den minstaav de 5 punkterna. Vi far darfor att fordel ningsfunktionen for
avstandet fran 0 till den narmaste punkten blir:

Fringx ) ()= P{min(X; )= x) =1-P{ min(x; ) > x) =1-P{{; > .0 {Xs > )=

=1-P(X; > X).P(X5 > x) =1~ (1- P(X, < X)) .- P(X5 < X)) =1—(1— Fy, (x))5 =
=1-(1-x)°

dar vi utnyttjat att variablerna & oberoende. Frekvensfunktionen fas genom att
derivera fordel ningsfunktionen:

d

d
fmin(Xi ) (X) = & Fmin(Xi ) (X) =—1- (1_ X)5 = SE(U'_ X)4

dx

(b) Fordelningsfunktionen for avstandet till den punkt som ligger langst bort kan fa
pa motsvarande vis:

Fonax() (%) = P(]rga;é(xi )< x) =X, <0 {Xs <) = P(X, < X)L IP(Xs < x)=

= (in (X))S =x°

Vi har har dter utnyttjat oberoende och att vi har likformig férdelning.
Frekvensfunktionen f&s nu genom derivering:

d

fmax(x, ) (X) = I:max(Xi ) (X) =

™ d (x5):5D<4

dx
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