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1 Introduktion

I det har dokumentet kommer vi att illustrera en teknisk tillampning, ndmligen
digitala kommunikationssystem, for vilken stokastiska processer spelar en stor
roll.

Uppgiften for ett kommunikationssystem &r att 6verfora en signal fran en killa
till en anvindare med tillrdckligt liten distortion. Beroende pa applikationen kan
anviandaren tolerera mer eller mindre distortion. Nér vi t.ex. lyssnar pa musik
tolererar vi mindre distortion (brus) &n nér vi lyssnar pa direktsiandningen fran
bulgariska mésterskapen i curling.

Ett digitalt kommunikationssystem karaktériseras av att informationssignalen
nagonstans i systemet kan representeras med ett bindrt ord med dndligt antal
bitar. Om killsignalen fran borjan var analog, t.ex. en talsignal, betyder detta
att signalen maste samplas och kvantiseras. Detta ger upphov till distortion, d&ven
om samplingsfrekvensen ar tillrackligt hog for att uppfylla samplingsteoremet [2].

Killsignalen kan ocksa vara digital fran borjan. Ett exempel pa en naturlig
digital signal ar beloppet péa skuldbeskedet fran CSN som vi alla (naja, nistan
alla) far hemskickat varje ar. Skuldbeloppet kan representeras med ett dndligt
(men ej foraktligt) antal bitar.

Aven digitala signaler kan utsittas for distortion nir de transmitteras. Det
finns en méngd olika distortionsmatt for digitala signaler, t.ex. sannolikheten for
att en bit i kiilllsignalen uppfattas felaktigt av mottagaren, dvs. bitfelssannolik-
heten P,. Om P, = 0 & kommunikationssystemet perfekt (inga fel uppstar i
transmissionen). Om P, = 1/2 #r systemet virdelost'.

!Det &r intressant att notera att om vi vet att P, = 1 kan vi aterskapa kiillsignalen utan fel
genom att invertera varje bit vid mottagaren (eftersom vi vet att varje mottagen bit &r fel).



Ett digitalt kommunikationssystem kan delas upp i sex olika block enligt fi-
gur 1. Sdndaren bestar av de tre Oversta blocken: kéllkodare, kanalkodare och
modulator. Mottagaren bestar av de tre undre blocken: demodulator, kanalavko-
dare och kéllavkodare.
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Figur 1: Ett blockschema &ver ett digitalt kommunikationssystem

Om killsignalen dr analog omvandlas den till en digital signal i killkodaren.
Kéllkodaren kan vara en vanlig A /D-omvandlare eller en mycket mer komplicerad
krets som t.ex. killkodaren i GSM (global system for mobile communications).
Kéllkodaren forscker ocksa att representera killsignalen med sa fa bitar per se-
kund som mgjligt. I GSM samplas forst talsignalen med 8 kHz och varje sampel
kvantiseras till 8 bitar. Det ger en datahastighet pa 8 x 8 x 103> = 64 kbit/s.
Killkodaren skalar pa ett intelligent sitt bort bitar fran killsignalen och utsig-
nalen fran kodaren &r en bitstrom med hastigheten 13 kbit/s. Med andra ord har
bithastigheten minskats med nistan en faktor 5.

Utsignalen fran killkodaren skickas sen till kanalkodaren som skyddar signa-
len genom att ligga till ett antal kontrollbitar (paritetsbitar) till informations-
signalen. Syftet med kontrollbitarna dr att kanalavkodaren skall kunna upptécka
och eventuellt ritta de bitfel som uppstar pa kanalen. I GSM adderas néstan
en kontrollbit per informationsbit och bithastigheten ut fran kanalkodaren &r
22.8 kbit /s.

Det sista blocket i sindaren &r modulatorn som omvandlar block om & bitar till
en analog signal som skickas 6ver kanalen. I det enklaste fallet &r £ = 1 och man
kallar d& modulatorn foér en bindr modulator. I GSM anvénds en modulationsform
som kallas Gaussian minimum shift keying (GMSK) dér varje bit representeras
som en sinussignal vars frekvens beror pa om biten var en etta eller en nolla.

Kanalen ar det fysiska medium som é&r tillgingligt for kommunikationssyste-
met. Ett exempel pa en kanal dr en kabel, en optisk fiber, en radiokanal eller
en CD-rom skiva. Gemensamt for alla verkliga kanaler dr att de distorderar den
sinda signalen. I det enklaste fallet antar vi att kanalen endast adderar brus, dvs.
den mottagna signalen dr summan av den sinda signalen och en brussignal.
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Mottagarens block utfor i princip den inversa operationen till sindarens block,
dvs. demodulatorn omvandlar den mottagna analoga signalen till en bitstrém,
kanalavkodaren rattar de fel som kan upptéickas och killavkodaren omvandlar
slutligen bitstrommen till en killsignal.

Alla signaler som vi beskrivit ovan kan modelleras som stokastiska processer.
Kallsignalen ar t.ex. slumpmissig for alla utom for killan sjalv (och ibland dven
for den, vi har vil alla yttrat nadgot som forvanat oss sjéilva, eller hur?). Av
detta foljer att alla signaler som beror pa killsignalen ar stokastiska processer.
Brussignalen &r ocksa slumpmaéssig (som vi kommer att se i avsnitt 2 nedan).

Att behiarska stokastiska processer ar darfor av yttersta vikt for kommunika-
tionsingenjorer.

2 Brus 1 elektriska kretsar

Alla elektrisk ledare innehaller fria elektroner (eller andra laddningsbérare). Om
ledaren har en temperatur som oOverstiger den absoluta nollpunkten (0 K el-
ler —273.15 C) uppvisar de fria elektronerna ett slumpméssigt roérelsemonster
i ledaren. De slumpmaissiga elektronrorelserna ger upphov till en slumpmassig
spanning.

En fysisk ledare med resistans R kan ersittas med en brusig spanningskilla i
serie med en brusfri ledare med resistans R, enligt figur 2.
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Figur 2: Modell av en brusig resistor

Det kan visas med hjilp av kvantmekanik [3, 1] att v(¢) kan betraktas som
en realisering av en svagt stationir gaussisk (normalfordelad) stokastisk process
{V(t)} med vénteviardesfunktion E{V(¢)} = 0 och spektraltathet

_op [ hlf|
RV(f) =2R 2 + ehlfI/kT — 1

dir h = 6.2 x 10734 Js dr Plancks konstant, k = 1.38 x 1072* J/K &r Boltzmanns
konstant och T &r den absoluta temperaturen hos ledaren.
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Eftersom bruset beror pa temperaturen kallas det ibland fo6r termiskt brus.
Vid rumstemperatur (ca. 300 K) och vid frekvenser under 100 GHz ar faktorn
\hf/ET| < 0.02 och en god approximation till e?//I/kT" &p

h|f]
hFI/RT g o 21
e + ET

Spektraltatheten for {V'(¢)} blir da

A Y A T N 5 ~
5 +h|f\/kT]_2R[ 5 —i—kT}NZRkT

Ro() = 2R |

eftersom h|f| < 6.2 x 1072 < kT = 4.14 x 107?'. Med andra ord kan vi betrakta
{V(t)} som vitt brus.

En mottagare i ett kommunikationssystem bestadr bla. av elektriska kretsar
som filter och forstarkare. Varje resistans i kretsen kommer att ge upphov till
termiskt brus. Precis som att man kan ersédtta en brusig resistor med en bruskilla
och en ideal resistor, kan vi ersitta en brusig mottagarkrets med en bruskilla och
en brusfri mottagarkrets. Bruskillans signal adderas till mottagarens insignal,
jamfor figur 1 och 3.
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Figur 3: Modell av brusig mottagare

3 Ett enkelt binart kommunikationssystem

I den hir labben kommer vi att studera ett enkelt bindrt kommunikationssystem
utan kill- eller kanalkodare. Kéillsignalen dr en talsignal som &r samplad med
samplingsfrekvens 8 kHz och varje sampel dr kvantiserad med 8 bitar. Med andra
ord maste kommunikationssystemet ha datahastigheten 8 x 8 = 64 kbit/s, vilket
betyder att en bit skall skickas varje T = 1/64 x 10® ~ 15.6 us.

Vi kommer nu att prata om bitstrémmar som signaler som antar virdet —1
eller 1, dar amplituden —1 motsvarar en bindr nolla och 1 motsvarar en binir
etta.



Informationssignalen modelleras som en svagt stationér tidsdiskret stokastisk
process {D(m)}mez, dir D(m) € {—1,1} &ar en diskret stokastisk variabel med
frekvensfunktion

. o . D1, d=-1
Fotm (@) = P{D(m) = d} = {pl L

Vi noterar att fp(m)(d) inte beror pa m. Vi antar for enkelhets skull att D(m) och
D(k) &r statistiskt oberoende for m # k. Med andra ord &r {D(m)} tidsdiskret
vitt brus.

Antagandet att {D(m)} &r en vit process &r realistiskt i hogprestandasystem
dir killkodaren ser till att D(m) och D(k) ér approximativt okorrelerade.?

Modulatorn representar den m:te biten, D(m), med en puls med positiv amp-
litud om D(m) = 1 och negativ amplitud om D(m) = —1. Med andra ord &r den
sinda signalen under tiden m7T <t < (m +1)T

_)—=A, om D(m)=-1
S = {A, om D(m) =1

Vi ser att {S(t)}er r en stokastisk process som &r fullstindigt bestdmd av
{D(m) }mez, se figur 4.
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Figur 4: Exempel pé en realisering av {D(m)} och {S(t)}

Den sidnda signalen skickas 6ver en brusig kanal enligt figur 5. Kanalbru-
set antas vara en svagt stationér vit gaussisk process {W(¢)}+cr med (konstant)
spektraltithet Ry (f) = No/2 och vintevirdesfunktion my, (t) = 0. Det &r rimligt
att anta att {W(¢)} och {S(¢)} ar statistiskt oberoende nér bruset skapas av fysi-
kaliska processer i mottagarelektroniken och kanalen (mekanismer som inte beror
pa den sinda informationen®). Den nagot underliga konventionen att beteckna

2Kallkodaren utnyttjar korrelationen mellan sampel av killsignalen for att komprimera sig-
nalen, dvs., representera killsignalen med si f& bitar per sekund som mdojligt. Detta har som
foljd att sampel av utsignalen fran killkodaren adr approximativt okorrelerade.

3Det finns undantag till detta, t.ex. i kommunikationssystem som anvinder optiska fibrer.
Brusprocessen varians beror hir pa den mottagna signalen.
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Figur 5: Blockdiagram pa vart kommunikationssystem

spektraltitheten med Ny /2 istéllet for Ny har historiska skil och &r mycket vanlig
i litteraturen.

Vi noterar att vitt tidskontinuerligt brus i hogsta grad &r ofysikaliskt. Vitt
tidskontinuerligt brus har nimligen oéndlig effekt

rw(O)z/_oo%dfzoo

Vad vi egentligen menar med vitt kontinuerligt brus &r att {1/ (¢)} har konstant
spektraltithet 6ver bandbredden foér var mottagare. Att betrakta {W(¢)} som
vitt brus dr dock en god approximation och matematiskt praktiskt.

Eftersom kontinuerligt vitt brus dr ofysikaliskt far vi vara forsiktiga med dess
kovariansfunktion. Genom att gora lite vald pa fouriertransformen kan vi definiera
rw(t) = 224(t) dér 6(¢) &r Diracs deltafunktion. Diracs deltafunktion (som inte
ar en funktion i vanlig mening) har egenskapen §(¢) = 0 fér ¢ # 0 och

/_ " f(@)d(x) dz = £(0)

for alla tillrackligt valuppfostrade funktioner f(z).
Att definitionen ry (t) = 226(t) ger ritt spektraltithet ar enkelt att kontrol-
lera

o0 ) SR ' N '
/ TW(t)e—ZQWft dt = / 70(5(t)6_127rft dt = ?06—127#0 —

o0 —0o0

No

0 = Rw(f)

Den mottagna processen, {X ()};cr, 4r summan av den sinda signalen och
kanalbruset, X (t) = S(t) + W (t). Mottagarens uppgift &r nu att utgdende fran en
realisering av { X ()} besluta vilken realiseringen av { D(m)} som kéllan produce-
rade. Vi betecknar beslutet med {D(m)}nez och bitfelssannolikheten betecknas
med

P, = P{D(m) # D(m)}

I ndrvaron av brus, dvs. nidr Ny/2 > 0, kan vi aldrig garantera att alla bitar tas
emot korrekt, dvs. P, > 0.



Det kan visas att den optimala mottagaren, definierad som den mottagare
som har den minsta mdjliga felsannolikheten, bildar besluten som

D(m) = sgulY (m)] = {1_1’ - im ig

dar Y(m) ar sampel av utsignalen till ett linjért filter.
Filtret, som kallas for ett signalanpassat filter, har impulssvar

1
—, 0<t<T
h(t) =Y o .
0 for ovrigt

Uppgift 1

Visa att
Y(m) = X() * h(t)|i=mr+T = / X (u)h(t — u) du
- t=mT+T

kan skrivas som
Y (m) = D(m)VE + N(m)
dir E = A*T och N(m) dr definierad som

(m+1)T
N(m):/T W(u)%du

|
Vi noterar att E ar energin for den siinda signalen under ett bitintervall,

0 <t <T. Vikallar darfor £ f6r energin per bit eller bitenergin.
Fel uppstar forstas da D(m) # D(m). Sannolikheten for den héndelsen kallas
for bitfelsannolikheten och betecknas med P,. Vi ar forstas mycket intresserade

av att berdkna Py. Det gor vi enklast med hjéilp av betingade sannolikheter. Givet
att handelsen D(m) = —1 har intraffat uppstar fel da

Dm)=1<Y(m)>0& —VE+N(m)>0< Nm)>VE
Sannolikheten for bitfel, betingat pa att D(m) = —1, ar alltsa

Py 1 =P{D(m)=1|D(m) = -1}
=P{N(m) > VE|D(m) = —1}
=P{N(m) > VE}



Den sista likheten foljer eftersom N(m) &r statistiskt oberoende av D(m). Pa
samma sétt kan vi berikna sannolikheten for bitfel betingat pa att D(m) =1,

Py = P{N(m) < —VE}
Den totala felsannolikheten ar
Py = By P{D(m) = =1} + BpP{D(m) = 1} = By _1p—1 + Byup

Vi ser att fel uppstar om N(m) > vV FE och D(m) = —1 eller d& N(m) <
—V E och D(m) = 1. Om brussamplet N(m) ar “litet” jAmfor med bitenergin &r
Y (m) ~ vED(m) och Y (m) har samma tecken som D(m). Om diremot bruset
4r i samma storleksordning som v/E kan fel uppsta.

Foér att berdkna felsannolikheten maste man alltsa ta reda pa férdelningen for
N(m).

Uppgift 2

Vad ar fordelningen for N(m)? Berdkna vintevdrdesfunktionen och kovari-
ansfunktionen for {N(m)}.

Ge ett uttryck for P, som endast beror pd kvoten E/Ny.

4 Simulering av kommunikationssystem

For vissa enkla kommunikationssystem kan vi berdkna felsannolikheten exakt.
En del system &r dock sa komplicerade att vi maste anvinda simuleringar for att
skatta felsannolikheten.

Principen for att skatta P, ar enkel:

1. Skapa en realisering, d(m) for m = 1,2,... , M, av den sénda bitstrommen

{D(m)}.
2. Skapa en realisering, n(m), av M sampel av brusprocessen {N(m)}.
3. Skapa en realisering av {Y'(m)} som y(m) = d(m)VE + n(m)

4. Skapa en realisering av {D(m)} som d(m) = sgn[y(m)].

5. Skapa en realisering av felindikatorprocessen {G(m)} som

1, dad(m) # d(m)

g(m) = |d(m) — d(m)|/2 = {0, da d(m) = d(m)



6. Uppskatta felsannolikheten som antalet bitfel genom antalet sinda bitar
| M
Dy = i 7; g(m)

Vi misstianker att ndr M blir stort borde skattningen p, vara nira den riktiga
felsannolikheten P,. Varje gang vi upprepar ovanstaende experiment far vi en ny
skattning p, som beror pa realiseringarna av {D(m)} och {N(m)}. Vi kan alltsa
betrakta p, som ett utfall av en stokastisk variabel 13(,, given av

1 M
b= mz_:l G(m) ,
dér den stokastiska variabeln G(m) har frekvensfunktion

1—-PF b g = 0
= P G m) = = ’ .
Fatm)(9) = PG(m) = g} {H’ o
Vi kommer attAkalla py for skattningen av py och B, for skattaren. Notera att Do
ar ett tal och P, ar en stokastisk variabel.
Viantevardet av skattaren ar

B{B} =B > Glm) = o= Y B{G(m)} =

och skattaren dr med andra ord vintevirdesriktig. I medeltal kan vi alltsa for-
vanta oss att p, ar lika med P,. Det ar forstas bra, men det sdger inget om hur
nira en speciell skattning, dvs. resultatet av en simulering, dr P,. For att siga
nagot om detta vill vi bersikna variansen (eller standardavvikelsen) fér Pj. Det
ar tids- och pappersédande att gora detta exakt, men vi kan snabbt hitta en god
approximation till variansen for P, med hjélp av centrala grinsvirdessatsen.

Vi vet att G(m) beror pa D(m) och N(m) och att D(m), N(m), D(k), N(k) &r
statistiskt oberoende da m # k. Av detta foljer att G(m) och G(k) ar statistiskt
oberoende for m # k. Foljaktligen ar P, ir en skalad summa av M stycken obero-
ende likaférdelade stokastiska variabler G(m). Centrala gransvirdessatsen siger
d4 att P, ir approximativt normalférdelad med viintevirde E{P,} = E{G(m)} =
P, och varians E{(P, — P,)?} = 0®/M dir

0'2 = E{(G(m) — Pb)Q} = (0 - Pb)2(1 — Pb) + (1 - Pb)QPb = Pb(l — Pb)

Ett konfidensintervall for P, med konfidensgrad 1—a &r ett intervall Ip, = [I, u]
sadant att

P{L<P<U}>1-a
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dér L och U r tvé stokastiska variabler som (i likhet med P,) beror pa G(m) for
m=1,2..., M. For en given realisering av G(m) &r utfallen av U och L talen !
respektive u.

For att berdkna ett konfidensintervall for P, borjar vi med att notera att

p,— P,
o/vVM
ar approximativt N(0, 1) och
b - P
P{-ALS—<A»=1-2Q(A 1
{ < o< } Q) )

dér
Qz)=P{Z>z}=1-d(z) = \/% /:0 e 1 dt, dir Z € N(0,1) (2)

Vi sétter @ = 2Q(A) och skriver om (1) enligt

1—a:P—A§H_H§A
o/vVM

_ploac BB 4
(1—-PR)P/M

och efter lite rutinalgebra kan vi skriva

M Az B(1-PB) A?
l—a=P B—A
“ M+A? |2 \/ M ar
M A2 P(1-P) A2
<P< B+ A
shsyrar o Tt \/ M ar

Konfidensintervallet med konfidensgrad 1 — o ar alltsa

M A2 \/ﬁb(l —pp) A2
b, — A
M + A? (2M+pb M Tz

M A2 \/;ﬁb(l —pp) A2
5 + A
M + A? (2M+p,,+ M e

Ip:

b

(3)

Vi kan tolka (3) enligt foljande. Antag att vi gor ett stort antal skattningar
Pp- Till varje skattning kan vi berdkna ett konfidensintervall enligt (3). Om kon-
fidensintervallen har konfidensgrad 1 — a = 0.95 kan vi forvinta oss att P, ligger
i konfidensintervallet i cirka 95% av fallen.
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5 Simulering av stokastiska processer i MATLAB

I MATLAB kan slumptal dras fran ett flertal olika férdelningar. Utfall av en
N(0,1) stokastisk variabel returneras av funktionen randn( ). Observera att
funktionen rand( ) returnerar utfall fran en stokastisk variabel som &ar rektang-
elférdelad mellan 0 och 1.

Genom att ge randn( ) lampliga argument kan vi skapa en realisering av
tidsdiskret vitt gaussiskt brus. Till exempel, for att skapa en realisering av langd
M skriver vi

>> n = randn(M, 1);
For att skapa en realisering fran en process med godtycklig varians skriver vi
>> n = a * randn(M, 1);

dér a ar ett lampligt valt tal.
Vi kan ocksa anvinda randn( ) for att skapa en realisering av bitarna. For
att skapa en realisering av langd M skriver vi

>> d = sign(randn(M, 1));

dér sign( ) ar signumfunktionen.
For att fa reda pa hur en MATLAB-funktion fungerar anvinder vi kommandot
help

>> help sign

SIGN Signum function.
For each element of X, SIGN(X) returns 1 if the element
is greater than zero, 0 if it equals zero and -1 if it is
less than zero. For complex X, SIGN(X) = X ./ ABS(X).

I MATLAB finns ett antal funktioner som relaterade till Q-funktionen i (2),
namligen erf( ), erfc( ) och erfinv( ). Funktionen erfc( ) berdknar

1

2 > 2 > 2
erfe(z) = 7/ e " dt = 2\/7/ eV du = 2Q(zV2) = 1 — erf(x)
T Jx T Jzv2

Funktionen erfinv( ) beridknar inversen pé erf(x), dvs. om y = erf(x) &r retur-
nerar erfinv(y) virdet z. Med hjilp av erfinv( ) kan vi bestimma A i (3).
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6 Simuleringsuppgift

Genom lyssningstester har det kommit fram att P, maste vara mindre #n 1073
for att distortionen inte skall upplevas alltfér storande.

Vi kommer ihag att killsignalen dr en talsignal som &r samplad med samp-
lingsfrekvens 8 kHz och varje sampel &r kvantiserad med 8 bitar. Med andra ord
maste kommunikationssystemet ha datahastighet 8 x8 = 64 kbit /s, vilket betyder
att en bit skall skickas varje T = 1/64 x 10® ~ 15.6 us.

Uppgift 3
Berikna den amplitud A som krivs for att P, < 1073 dd kanalbruset har
effekttitheten No/2 =2 x 1078. u
Uppgift 4

Skatta P, genom att simulera systemet med det beriknade virdet pd A.
For att uppnd en viss grad av sdkerhet skall skattningen skall ha ett kon-

fidensintervall med konfidensgrad 1 — a = 0.99 som ligger inom intervallet
(0.5 x 1073,2 x 1073].

Redovisa skattningen b, konfidensintervallet, samt antalet sinda bitar i
stmuleringen M. [ |

Det kan vara svart att berdkna det minsta M som kravs for att konfidensin-
tervallet skall precis passa in i intervallet [0.5 x 1073,2 x 1073]. Det &r inte heller
nodvandigt att utfora den berdkningen. Se bara till att M ar tillrackligt stort,
t.ex., genom att (i MATLAB) plotta grinserna hos konfidensintervallet (3) som
funktion av M. Genom att sitta p, = P, = 102 dr det enkelt att hitta ett
lampligt M.
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7 Svar

Uppgift 2

Brussamplet N(m) dr normalférdelat. Véntevirdesfunktionen for {N(m)} ar
my(m) = 0 och kovariansfunktionen &r

No

ry(m,n) = {7’

0, for ovrigt

o9

Funktionen Q)(z) ar néra relaterad till férdelningsfunktionen ®(z) = P{Z < z},
diir Z € N(0, 1),

forn=m

Felsannolikheten ar

Qz)=1-(z) = \/%/00 e 2 dt

Uppgift 3

A_

No .,
=\ 7@ (B) = 0.111

dar Q@ !(z) dr den inversa funktionen till Q(x), dvs.

y=Qx)=Q '(y) ==
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