Nagra exempel pa
stokastiska processer

Poissonprocess

En Poissonprocess med intensitet A>0 #r ett stokastiskt (dvs. ickedetermi-
nistiskt) tidsforlopp, en s.k. stokastisk process, definierat f6r tider ¢>0, dvs.
en familj av stokastiska variabler (s.v.) {X(t)}:¢>0, sa att

e X(0)=0;
o X(t,)—X(tn_1),.-.,X(t2)—X(t1) &r oberoende s.v. for 0<t; <...<tp;
e X(t+s)—X(s) dr Po(At)-fordelad for s,t>0.

Poissonprocesser anvindes bl.a. fér att modellera trafikstrommar, t.ex. pa
vigar (antalet passerade fordon efter tiden t), eller i telekommunikationssy-
stem (antalet inkomna kunder vid tiden t).

For att plotta ett exempel pa en Poissonprocess {X (t)}:e[o,10) med A=1,

o) 1199 plottas.
Forst lagras i vektorn 6kn dkningarna {X (:&;)— X (451)}1%%, som &r obe-

roende Po(0.01)-férdelade s.v. Sedan lagras i vektorn X viirdena X (&) =

Zle(X(%)—X(%)) for k=1,...,1000 [dir ju X (0)=0]. Nedan visas

Mathematica-kod som utfor detta och plottar resultatet.

en s.k. realisering av processen, samplas X (t) sd att {X(

In[1] := <<Statistics‘DiscreteDistributions®

In[2]:= 6kn=N[Table[Random[PoissonDistribution[0.011]1,{1000}11;
In[3]:= X=Table[Sum[ékn[[i]],{i,1,k}]1,{k,1,1000}];
In[4]:= ListPlot[X,Ticks->{{{500,"5",0.02},{1000,"10",0.02}},

Automatic},AxesLabel->{"t","X(t)"}]
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Lat &1,&s,... vara oberoende exp()\)-férdelade s.v. Ekvivalent (visar det

sig efter en del matematiskt bevisarbete) kan Poissonprocessen definieras

0 for 0<t<&
1 for H <t<&+E

XW=92 for +6<t<&H+&6+6

dvs. X (t) tar virdet 0 under en exp(\)-fordelad tid &, varefter virdet dr
1 under en oberoende exp(\)-fordelad tid &2, varefter virdet d&r 2 under en
oberoende exp(A)-fordelad tid &3, varefter ... .

Om steg(t) &r stegfuktionen (0 for t<0 och 1 for ¢>0) sé kan defi-
nitionen ovan skrivas X (t) = Y ;- steg(t—hopp,,) dér hopp, = 2?21 &.
Detta betyder ju att det forsta (trapp-) steget placeras vid tiden &, det
andra ovanpa det forsta vid tiden & +&;, det tredje ovanpa det forsta och
andra vid tiden &; +&3+&3, osv. Mathematica-koden nedan utfor detta, och
plottar sedan resultatet:

In[1]:= <<Statistics‘ContinuousDistributions*

In[2]:= xi=N[Table[Random[ExponentialDistribution[1]],{50}1];

In[3]:= hopp=Table[Sum[xi[[il],{i,1,k}],{k,1,50}];

In[4]:= stegl[t_]:=If[t>=0,1,0]

In[5]:= X[t_]:=Sum[stegl[t-hoppl[[k11],{k,1,50}]

In[6]:= Plot[X[t],{t,0,10},AxesLabel->{"t","X(t)"},
PlotPoints->100]
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Hagelbrus

Lat g:R— R vara en funktion med ffooo lg(t)| dt < o0, och &;,&,...,m1,
72,... oberoende exp(\)-fordelade s.v. Hagelbrus {X (t)}:cr &r en stokastisk
process definierad for tider t€R genom

X(t) =25y g(t_Z;ﬂ 5]') + X 9(t+2?:1 ’7]')'

Om ”signalpaket” med form ¢(t) inkommer med oberoende exp(A)-férde-
lade tidsmellanrum, sa #r den adderade mottagna signalen hagelbruset X (t)
ovan. (Jimfér det andra séttet att generera en Poisson process ovan.)

Notera att g(t—Z?zl &;) 4r funktionen g translaterad stréickan 2521
&; at hoger, g(t+2§21 n;) funktionen g translaterad strickan 2?21 n; at
vinster, och X (t) summan av sddana translat av g.

Nedan plottas en realisering av hagelbrus dda A =1 samt g(t) =1 for
0<t<1 och 0 for 6vrigt. (Om trafikstrommen pa en bro ges av en Pois-
sonprocess med intensitet 1, och varje fordon befinner sig pa bron under en
tidsenhet, s& dr antalet fordon pa bron vid tiden ¢ denna hagelbrusprocess.)

In[1] := <<Statistics‘ContinuousDistributions®

In[2]:= g[t_]:=If[0<=t<=1,1,0]

In[3]:= xi=N[Table[Random[ExponentialDistribution[1]],50]];
eta=N[Table[Random[ExponentialDistribution[1]],50]1];

In[5]:= X[t.]1:=Sum[g[t-Sum[xi[[i1],{i,1,k}1],{k,1,50}]
+Sum[g[t+Sum[etal[i]],{i,1,k}1],{k,1,50}]

In[6]:= Plot[X[t],t,-10,10,AxesLabel->{"t","X(t)"}

PlotPoints->150,Ticks->{Automatic,
{{1,"1",0.02},{2,"2",0.02},{3,"3",0.02}}}1
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Wienerprocess

En (standard) Wienerprocess {W(t)}¢>0 &r en stokastisk process sadan att

e W(0)=0;
e W(ty)-W(tn-1),...,W(t2a)—W(t1) &r oberoende s.v. for 0<t; <...<tp;
o W(t+s)—W(s) dr normal(0,t)-férdelad for s,¢>0.

Wienerprocessen #r den viktigaste stokastiska processen. Ett skil till detta,
ir dess samband med kontinuerligt vitt brus indikerat nedan.

Wienerprocessen #r kontinuerlig i varje tidpunkt, men ej deriverbar i na-
gon enda. Realiseringen av en Wienerprocess nedan indikerar detta genom att
den "uppfor sig val” i stort, hénger ihop” etc., men ”sedd i férstoringsglas”
4r processen oerhort irregulir, och alltsd ej deriverbar nagonstans.

I manga tillimpningar utnyttjas Wienerprocessens derivata, fastin den ej
existerar, som vitt brus i berdkningar. Man kan tinka sig att vad som egent-
ligen avses, men har idealiserats i berdkningarna, &r en approximativ deriva-
ta, dvs. en differenskvot, som t.ex. W'(t) = (W (t+155) =W (t))/(155)-

For att plotta en realisering av en Wienerprocess {W(t)}¢c[0,10) samplas
processen sd att {W(:£-)}1090 plottas. Forst lagras de oberoende N(0,0.01)-

100
fordelade okningarna {W(i&;) — W(A5EH)12Y i vektorn &kn. Sedan lag-
ras W(iks) = Y5, (W(k5)-W(k5d)) for k=1,...,1000 i vektorn W.
In[1] := <<Statistics‘ContinuousDistributions*®
In[2]:= 6kn=N[Table[Random[NormalDistribution[0,0.1]],{1000}]];
In[3]:= W=Table[Sum[ékn[[i]],{i,1,k}]1,{k,1,1000}];

In[4] := ListPlot[W,PlotJoined->True,AxesLabel->{"t","W(t)"}},
Ticks->{{{500,"5",0.02},{1000,"10",0.02}}, Automatic}]
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Vid approximativ derivering av Wienerprocessen blir resultatet likt ett
”svart moln”: Nedan plottas den approximativa derivatan W'(t) = (W (t+
165)— W (t))/(1a5) av Wienerprocessen W (t) realiserad ovan.

In[5]:= Wprim=Table[(W[[k+1]11-W[[k11)/(1/100),{k,1,999}]1;
In[6]:= ListPlot[Wprim,PlotJoined->True,AxesLabel->{"t","W(t)"}
,Ticks->{{{500,"5",0.02},{1000,"10",0.02}},Automatic}]
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Stationaritet

Hagelbrus &r en stationdr stokastisk process, dvs. de slumplagar som styr
processens beteende dndras ej med tiden, de saknar ”drift”. T.ex. har pro-
cessvirdet X (t) vintevirde E{X(¢)} = A ffooo g(s) ds (visar det sig), obe-
roende av t.

Poissonprocessen #r inte stationdr. Dess virde vid tiden ¢ #r Po(At)-for-
delat, och motsvarande vintevirde At vixer med tiden ¢ (se tidigare figurer).
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Wienerprocessen W (t) &r inte heller stationéir. Visserligen &r E{W (¢)} =
0 for alla t, dvs. tidsoberoende, men Var{W (t)} =t okar med ¢ [vilket
framgar av det ”strutformade” utseendet av realiseringen av W (t) ovan].

Wienerprocessens derivata #r stationdr (hade varit det om den existerat),
vilket indikeras av realiseringen av den approximativa derivatan W'(t) ovan.

Matematiskt statistiskt definieras stationaritet som invarians under tids-
translation, dvs. den translaterade processen X (¢t+h) lyder samma slumpla-
gar som X (t) for varje konstant h. Stationaritet #r ett viktigt begrepp. Som
regel utnyttjas stationéra processer som matematiska modeller fér brus.

Beroende och kovariansfunktion

Allmé#nt siger en analog signals virde vid enstaka tidpunkter inget om dess
informationsinnehall. (Signalnivin i en radio vid enstaka tidpunkter siger
inget om vad man lyssnar pa.) Det intressanta &r istillet strukturen i signa-
lens tidsberoende. Detta har relevans #ven i digitala sammanhang, eftersom
digitala signaler ofta transmitteras kodade som analoga signaler.

Vanligen &r en observerbar signal efter transmission ej identisk den sénda
signalen, utan nagon slags ”forvrangning” sker, t.ex. i form av additivt brus
sa att man observerar séind signal plus brus. Bruset dr ej observerbart, vilket
ofta modelleras matematiskt genom antaga att det ar stokastiskt.

I detta kompendium studeras stokastiska processer. Viktiga exempel pa
sadana dr den observerbara signalen efter brusstord transmission av en in-
formationsbarande signal.

Stukturen i en stokastisk signals tidsberoende dr viktig (se ovan). Ofta
anvindes kovarians som ett matt pa detta beroende. For en stokastisk signal
X(t) ger kovariansfunktionen rx(s,t) = Cov{X(s),X(t)} information om
hur processvirden i olika tidpunkter beror av varandra. Om X (¢) &r stationir
beror rx(t,t+7) = Cov{X(t), X (t+7)} =translationsinvarians COV{X (0), X (7
)} ej av t. Processer med denna egenskap kallas svagt stationira. Detta
forenklade stationaritetsbegrepp dr viktigt i tillimpningar.

Det gar att filtrera den observerade signalen sa att filtrets utsignalen
béttre liknar den sdnda signalen. Till detta utnyttjas spektralanalys, baserad
pa frekvensinnehallet i kovariansstrukturen for signalen och bruset. Ett s.k.
Wienerfilter slédpper igenom frekvenser dér signalen dr stark jamfort med
bruset, och spirrar andra frekvenser, pa ett optimalt sétt.



