Kapitel 5

Simulering av stokastiska
processer

Manga kvantitativa problem rérande stokastiska processer kan enbart 1osas
genom simulering av processen i dator, som dérfor dr ett viktigt omrade inom
tillimpad matematik. Vikten av simulering gor inte teori mindre viktig, utan
det finns ett starkt samspel dér teori och simulering befrimjar varandra.

Att studera processer via simulering i dator &r ett utméirkt pedagogiskt
hjélpmedel da man lir sig om stokastiska processer.

5.1 Inledning till simulering

Négra exempel pa orsaker till att simulering #r viktigt &r att

e ménga problem dir exakta/analytiska/deterministiska 16sningsmetoder vo-
re att foredra kan ej 1osas med sadana metoder, medan simulering fungerar;
e manga problem dir exakta/analytiska/deterministiska losningsmetoder fun-
gerar loses lika bra eller béttre (med mindre arbetsinsats, till ligre kostnad,
med mindre risk for berdkningsfel, ...... ) via simulering;

e vid simulering utvecklas ofta datormodeller av problem som kan ge férdju-
pad forstaelse jamfort vad som &r fallet vid analytiskt tillvigagangssétt.

Efter att ha list flera kurser med analytiska manipulationer som huvud-
ingrediens &r det naturligt tro att analytiska l6sningar &r mera virda &n de
som fas via simulering. Detta behover inte vara fallet, ty tillimpningar kriver
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74 5. Simulering av stokastiska processer

vanligen siffror, och om de hirhor fran teori eller simulering kan vara oviktigt.

Simulering &r inte viktigt pa bekostnad av matematisk och matematisk
statistisk teori, utan det dr dir man lir om de modeller som sedan simuleras
i dator. (De tekniska manipulationer som vanligen férekommer i vningar till
teoretiska kurser dr dock ibland endast av vikt for sjilva inldrningsprocessen.)

5.2 Simulering av stokastisk variabel

Definition 5.1 Ett slumptal dr en s.v. med likformig férdelning 6ver (0, 1).

Ett slumptal ¢ har frekvensfunktion fe(z)=1 och fordelningsfunktion
Fe(z)=xz for z€(0,1) (se definition 0.11 och sats 0.23).

Det existerar ej nagon metod for att generera slumptal i dator! Men det
finns manga metoder, s.k. slumptalsgeneratorer, som genererar s.k. pseudo-
slumptal, vilka i nagon mening dr goda approximationer av riktiga slumptal.

Algebraisk teori fér analys av slumptalsgeneratorer dr mycket komplice-
rad. Har diskuteras ej metodik f6ér att generera bra pseudoslumptal.

Anmirkning. Den viktigaste typen av slumptalsgeneratorer &r kongruens-
generatorer for vilka slumptal nummer n ges av &, =z,/b med z, = (a
Zn_1+c)modb (resten vid heltalsdivision av ax, 1+c¢ med b), dir multi-
plikatorn a, inkrementet ¢, modulen b och fréet xo &r positiva heltal. Det
finns givetvis inte nagot som helst ”slumpmaissigt” med denna deterministis-
ka rekursiva svit av tal! Valet av talen a, b, ¢ och xq spelar stor roll for den
resulterande kongruensgeneratorns ”prestanda”.

P4 1980-talet fann man att kongruensgeneratorn RANDU (a = 65539, b
=231 ¢=0 och x¢ udda) i IBM 370-datorn, som anvindes i de flertalet ve-
tenskapliga berdkningar under 1970-talet, var ndrmast 16jligt usel.

For den som kommer att anvinda slumptal i viktiga simuleringar bifogas
ett citat av Donald Knuth!: "Many random number generators in use today
are not very good. There is a tendency for people to avoid learning anything
about such subroutines; quite often we find that some old method that is com-
paratively unsatisfactory has blindly been passed down from one programmer
to another, and today’s users have no understanding of its limitations.”

I Amerikanske 1900-tals datalogen D.E. Knuth. Upphovsman till ett av datalogins vikti-
gaste verk " The Art of Computer Programming”, och till ordbehandlingsprogrammet TipX
vars betydelse jimforts med tryckpressarnas. (Boken &r skrivet i TgX-dialekten LATEX.)
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Vi visar nu hur man med ett slumptal kan skapa en s.v. med viss 6nskad
inverterbar fordelningsfunktion: En férdelningsfunktion F(z) #r definierad
for varje z € R med virden mellan 0 och 1. Om F &ven &r inverterbar
(samma sak som att F' dr kontinuerlig och strikt vixande), sa giller att

‘ n=F"'(§) #ren s.v. med fordelningsfunktion F,(z) = F(z). ‘

Beviset utnyttjar att fordelningsfunktionen for slumptal &r F¢(z) ==, sa att
Fy(z) =P{n<z} =P{F '(§)<z} = P{(<F(2)} = F¢(F(z)) = F().

Ménga kontinuerliga férdelningsfunktioner F' #r bara inverterbara betrak-
tade som funktioner F':(a,b)—(0,1) for ett lampligt intervall (a,b) CR:

Exempel 5.1 For exp(1)-fordelningen géller att Feypqy(2) =0 for z <
0, s& Fexp1): R—[0,1) &r ej inverterbar. Men eftersom Feup(1)(2) =
1—e™® for 2>0 (sats 0.24), sd &r Fexp(1):(0,00)—(0,1) inverterbar.

Exempel 5.1 visar att det behovs metodik for simulering av s.v. som en-
bart kriver att F':(a,b)— (0,1) &r inverterbar for ett intervall (a,b) CR:

Sats 5.1 Lat F vara en kontinuerlig fordelningsfunktion. Antag att det exi-
sterar ett intervall (a,b)CR sddant att

e 0<F(x)<1 for z€(a,b),
e F:(a,b)—(0,1) dr strikt vizande, samt
o limg o F(x) =0 och limgy F(z) =1.

Da ér F:(a,b)—(0,1) inverterbar, och om & dr ett slumptal sa dr

n=F"'¢) en s.v. med fordelningsfunktion  F,(z) = F(z).

Vid simulering enligt sats 5.1 dr det ej nodvandigt att kinna ett explicit
uttryck for inversen F~!, utan ricker att kunna berikna den numeriskt.
Sats 5.1 kan verka komplicerad, men &r i praktiken ej svarare dn s har:

Exempel 5.2 Sats 5.1 fungerar for exp())-fordelningen Foypny(z) =
1—e ™ di >0 med (a,b) = (0,00). Inversen &r F~'(y) = —A"'In
(1—y), sa for £ ett slumptal &r n = F~1(£) = —A7!1In(1-£) exp(N)-
fordelad, liksom —A"'In(§) eftersom 1—& =gsrdelning &-
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Vi genererar nu en diskret s.v. 7 med dndligt eller oéindligt manga mojliga
virden {y1,y2,ys,...} och viss onskad frekvensfunktion P{n=y;} = f(v:)-

Sats 5.2 Om [ dr frekvensfunktion for en diskret s.v. med mdjliga virden
Y1,Y2,Y3--- och & ett slumptal sa har féljande s.v. 1 frekvensfunktion f

Y1 om 0< &< fyr)
Y2 om fly) <& fly)+£(y2)

"= Yys om F)+f(y2) <& < flyr)+f(y2)+ fys)

Exempel 5.3 Féljande Splus-program genererar en s.v. eta~ Po(1):

> lam<-1; f<-exp(-lam); fakultet<-1; eta<-0; xi<-runif(1)
> while (xi>f) {eta<-eta+l; fakultet<-fakultetketa;
+ f<-f+lam” (eta)*exp(-lam) /fakultet}

Ovning 5.1 Hur kan man med ett slumptal simulera en [Bin(1, p)-fordelad]
s.v. n vars mojliga virden dr 0 och 1 med sannolikheterna 1—p resp. p?

Inversen till normalférdelningens férdelningsfunktion kan ej uttryckas ex-
plicit, sa sats 5.1 ger ej ett explicit uttryck for simulering av normalférdelning.
Hir foljer ett explicit uttryck for simulering av normalférdelning:

Sats 5.3 (BOX—MULLER) For & och 1 oberoende slumptal ir p+ o
—21n(€) cos(2mn) N(u,0?)-fordelad.

Bevis dd u=0 och o?>=1. Fér oberoende N, No ~ N(0,1) &r radie(Ny,
Ny) = \/N2+N} ~ \/exp(1/2) (6vning 4.4), och av symmetriskil arg(IN7,
N») likformigt férdelad dver [0,2n]. For £ och n slumptal &r ddrfér (N,

(
N2) =gsedelning v/ —21n(€) (cos(2mn),sin(27n)) (jamfor exempel 5.2). O

Varning. Program som kan generera slumptal har ofta rutiner for att gene-
rera s.v. med andra fordelningar, t.ex. normal- och exponentialférdelning.
Takttag forsiktighet med sddana rutiner, ty det finns olika s#itt att paramet-
risera fordelningar, t.ex. kan N(u,0?) betyda N(u,o), exp(\) betyda exp
(1/X), osv. Kontrollera alltsa rutinens parametrar!
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5.3 Skattning av vintevirde med simulering

For (i1,(2,... oberoende likaférdelade s.v. med E{(;}=p och Var{(;}=
0% < oo &r enligt centrala grinsvirdessatsen (cgs., sats 0.26) medelvirdet

C=(G+---+C)/n ~ N(u,a?/n).

Om talet A, /> viljes med P{N(0,1)>X,/2} =P{N(0,1)<—-X,/2} = /2,
sd att P{|N(0,1)|<Ay/2} = 1—a (se figur 9.1 i avsnitt 9.2), &r dérfor

P{C—Xa/20/Vn <p<{H+Xappo/v/n} = P{[C—pl/(c/V/n) <Aap} = 1-a

CEN, /20 [y/n ir ett konfidensintervall for 4 med konfidensgrad ~1—a.

Vanliga konfidensgrader &r 0.95, 0.99, 0.999 motsvarande A,/» = 1.96,
2.58, 3.29. Eftersom intervallet dnd& dr approximativt avrundar man ofta
Aqs2 ~ 2, eller vid hog konfidensgrad A, 2 ~3, s.k. 20- och 3o-grénser. Ett
okiéint o skattas, t.ex. med s = [=27 Y (¢Gi—C)?]/2, vilket ger intervallet

n—1
P{Z_)‘a/2s/\/ﬁg 1Y SZ+)‘a/2s/\/ﬁ} ~1l-a.

Ofta onskar man att i forviig bestimma n sa att en viss intervallbredd
b=2\y20/v/n resp. b=2\y25/V/n
erhalles, varav foljer att erforderlig stickprovsstorlek ar
n = (2\q/20/b)? resp. n = (2\q/25/b)*.

I den andra formeln (dér o dr oként och skattas med s) gor man vanligen en
inledande simulering med relativt f& observationer (i,...,¢n (likafordelade
med (;), varvid s kan skattas med stickprovsstandardavvikelsen 5. Antalet
data n i huvudsimuleringen fas genom att i formeln for n ersitta s med 3.

Ovning 5.2 Ett 95% intervall for p med bredd 0.2 énskas. Vid en inledan-
de simulering av (i, ...,Ci00 erhdlls zzli(i G = 507.231 och Zzli(i ¢ =

3344.63. Prelimindrskatta 0 med 32 = &[3;% & —1L:(3:% 6)?], och
bestdm lamplig stickprovsstorlek n for huvudsimuleringen.

5.4 Arbetsgang vid simulering

De olika stegen i ett simuleringsprojekt kan se ut sa hir:
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Steg 1 Val av matematisk modell. Det som skall simuleras uttryckes i ”simu-
lerbara storheter”, t.ex. viljes fordelning for de s.v. som skall simuleras. Ofta
lamnas nagra parametrar ”fria” for att tillata ”anpassning” av modellen.

Steg 2 Val av parametervirden. Innan simuleringen paborjas maste para-
metrar ges virden. Vissa kanske skattas med olika slags tillgénglig informa-
tion, medan andra kan bestimmas i en iterativ process dir olika virden pro-
vas tills simuleringen ger ett korrekt resultat.

Simuleringar dr ofta repetitiva forlopp dir antalet upprepningar #r en
avvigning mellan datortid och precision. I steg 2 bestdms antalet repetitioner
som skall utféras, ibland via en inledande simulering (t.ex. som i avsnitt 5.3).

Steg 3 Utvdrdering av simuleringen. Innan slutsatser drages fran simule-
ringen bor den studeras kritiskt:

Ger modellvalet en korrekt bild av den foreteelse som skall simuleras?

Ar den information som utnyttjats till att bestimma parametrar korrekt?
(Ibland kan ett enda felaktigt datavirde forstéra en hel simulering.)

Har numeriska berdkningar och approximationer som gjorts varit precisa
nog for att simuleringens resultat skall halla sig inom 6nskad felmarginal?

Har simuleringen programmerats korrekt? Pa 50-talet programmerades
datorer genom att koppla om sladdar. Via 70-talets programmering med hal-
kort har vi natt dagens arbete vid terminaler med alltmera interaktiva pro-
gramvaror, dir det gar att testkora programsnuttar. D& en testkérning ger
resultat ar det latt att tro programmet dr fardigt innan det dr ordentligt ge-
nomténkt. Det blir darfor allt viktigare kontrollera att program &r korrekta.

Steg 4 Utnyttjande av simuleringens resultat. Nu dras slutsatser av simule-
ringen. Ofta kan den okade forstaelse av det simulerade fenomenet som upp-
nas utnyttjas till att forbittra modellen i steg 1 i ett iterativt forfarande.

5.5 Simulering av hagelbrus

Hagelbrus &r litt att simulera eftersom definition (se avsnitt 3.3) &r konstruk-
tiv, dvs. anger ett explicit "recept” enligt vilket hagelbrus kan konstrueras.

Programmeringsuppgift 1 Tunga fordon anlinder till en bro med exp(%)—
fordelade tidsmellanrum, och befinner sig pa bron under en halv tidsenhet.
Bron gar sénder om fler &n tva tunga fordon vistas pa den samtidigt.

Den matematiska modellen for antalet tunga fordon pa bron vid tiden ¢

blir hagelbrus X (t) med A=1 samt g(t)=1 fér t€[0,1] och 0 for dvrigt.
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a) Simulera en realisering av {X (%) }s¢[0,10] och redovisa resultatet i en figur.

Sannolikheten p att bron géar sénder vid en tid t€[0,10] ges av

p=E{¢}  dar =

C _ { 1 om maxte[o’lo] X(t) > 2
0 om maXte[()’lo] X(t) S 2

sa att p skattasav = %(C1+...+Cn) for (i,...,(, oberoende observatio-
ner av ( (se avsnitt 5.3). Eftersom o2 = Var{(} = Var{Bin(1,u)} = u(1
—p) skattas o2 vanligen med ((1—() ist.f. med s2. Alltsd &r

(N, /2 ¢{(1—¢)/n ett konfidensintervall for s med konfidensgrad ~ 1—a.

b) Untyttja ((1—C) < I till att bestdimma n si att intervallet ovan fir

bredd 5<0.02. Vilj konfidensgraden 1—a = 0.95.
c) Gor ett 95% konfidensintervall for p enligt deluppgift b.

Tips: Om T={...,—(m+m2),—m,&, & +&, ...} 8 maxiep,10 X (t)>2
precis d& det finns t1,t5,¢3€T med —3<t; <t2<t3<10 och t3—t;<3.

5.6 Simulering av Gaussisk process

Definition 4.2 av Gaussisk process ér ej konstruktiv for simulering. Men en
stationdr Gaussisk process {X (¢)}tcr kan simuleras genom att uttrycka den
som en stokastisk integral X (t) = [* h(t+s)dW (s) dar {W(t)}ier &r en
standard Wienerprocessen (se nedan) och h:R—R en lamplig funktion.

Simuleringsmetoder baserade pa stokastisk integralframstéllning fungerar
for en mycket storre klass av stokastiska processer #n de Gaussiska. Det kan
dock vara svért att analysera deras konvergensegenskaper.

Definition 5.2 For {Wi(¢)}e>0 och {Wa(t)}i>0 oberoende standard Wie-
nerprocesser definieras standard Wienerprocessen {W (t)}tcr genom

W(t) =Wi(t) for t>0 och W(t) =Wy (—t) for t<O.

Wienerprocessen dr 1att att simulera, ty dess 6kningar &r oberoende. Vid
simulering av {W (t)};¢[0,1] véiljer man en steglingd L (t.ex. 1555)- Eftersom

W)y =S, W -w(Eh)]  dar W) -w(EL) ~N(o, L)

n n

4r oberoende (fér olika £), kan {W(£)}r_, simuleras enligt

W(%):ZLIQ for k=1,...,n, med oberoende (i,...,(,~N(0,1).

'
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Simulera alltsa férst (i,...,(, (sats 5.3), berdkna sedan {W( )}r—, enligt
ovan [samma (i,...,(, till alla W(n) -virden], varefter W (t)-virden for
"mellanliggande” te€ (k=L k

—, ) approximeras, t.ex. med interpolation.
Exempel 5.4 Mathematica-kod som simulerar {W(t)};c[o,1] i figur 1.3:

In[1]:= W=N[Table[Sqrt[-2*Log[Random[]]/1000]
*Cos [2*Pi*Random[]],{1000}]

In[2]:= Proc=Table[Sum[W[[il], {i,1,j}1, {j,1,1000}]

In[3]:= ListPlot[Proc,AxesLabel->{" t","W(t)"},PlotJoined->
True,PlotRange->{-1.3,1.3},Ticks->{{{1000,"1.0"}},
{{-1.0,"-1.0"},{-0.5,""},{0.5,""},{1.0,"1.0"}}}]

For h:R—R med [ h(s)?ds<oo existerar (se sats 7.5 nedan)

S22 h(s) AW (3) = 1im.n o0 She e A(E) W (EEL) —W ()],

Sats 5.4 Processen X(t) = ffooo h(t+s) dW (s), t€R, dr stationdr Gauss-
isk med mx =0 och rx(7)= [ h(s)h(T+s)ds.

oo

Bevis. Da X &r ett grinsvirde av linjirkombinationer av Gaussiska s.v. dr

X Gaussisk, som i exempel 4.4, med mx = 0. Eftersom Cov{W(%tl)—

W(E),W(EL)-W(£)} =1/n om k=L och 0 for dvrigt &r, d& n— oo,
rx(t,t+7)

(_COV{Zk——nZh(t+ YWD — W), Y0 _ o h(t+7+£) [W(EED) — ()]}

=0+ E Rtk L

= [ h(t+s)h(t+7+s)ds = [7_h(3)h(r+8)ds. O

o0

Vid simulering av X viljer man ett "lagom stort” n och approximerar

X () % Spe e h(t+E) W (EEL) —W ()],

Det gér e att simulera for alla ¢ i ett intervall, utan man maste diskretisera
med lamplig steglingd, kanske % dven hir, och sedan interpolera.
D4 en viss kvf. r 6nskas bestdmmes h ur sambandet

h(t) — (&[( 1/2 f_ z27rft[fi>ooo e’iz”fTr(T) d’l‘]l/2 df,

ty (h*xh)(T) =h symmetrisk f_oc h(s)h(t+s)ds har da inverstransform
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@ ()N = [F WP = [E )P = @ '),
s& att hxh=r. Med terminologin fran avsnitt 6.1 nedan #ir h(t)=(F(vP))
(t), dir P=g 1r &r spektraltitheten for r.

Exempel 5.5 Enligt 6vning 6.19 nedan #r r(7)=sinc(7) en kvf. med
P(f)=m for |f|<1/(2m) och O for 6vrigt. Vid simulering av en process
med kvf. r viljer man dérfor

h(t) = GVP)(t) = BP)(&)/v/7 = r(t)/v/7 = sinc(t) v/

Anmirkning. En tidsdiskret stationér Gaussisk process {X (t)}tcz simule-
ras t.ex. utgdende fran X (t) = > o ciyre(k), dir e dr Gaussiskt diskret
vitt brus och {cg}rez viljes s att 6nskad kvf. erhalles.

Programmeringsuppgift 2 Betrakta den stationira Gaussiska processen

X(t) = [ h(t+s)dW (s) dir h(t)=1—|t| for |{<1 och 0 fo.
a) Berikna (t.ex. med Mathematica eller Maple) kvf. rx(r) for 7€]0,2],
och sedan for |7|<2 via symmetri. Redovisa resultatet grafiskt.

Tips: Eftersom h(s)h(r+s) =0 for seR da |r|>2 &r enligt sats 5.4

rx (1) = ffo h(s)h(t+s)ds=0 for |r|>2.

(o)

Vidare ses ganska enkelt att

Tx(T) = '

O

"(—s)[1—(r+8)]ds + [ (1+8)[1—(r+s)] ds+ | (1+8)[1+(r+s)] ds
for 0<7<1, medan

rx(r) = [} (14s)[1=(r+s)]ds  for 1<7<2.

b) Avgoér hur manga ggr. deriverbar rx(7) dri 7=0, och bestdm med hjilp
hirav hur manga ggr. deriverbar X &r (se sats 3.7).

c) Simulera (och plotta) en realisering av {X () };c0,10]- Simulera &ven dif-
ferenskvoterna {(X (t-h€)— X ())/e hiefo0) och {(X'(t+¢)—X'(8)) /ehrcionol
~ {(X(t+2e)—2X (t+e)+ X (t))/e*}iefo,10) fOr ett ”lagom litet” >0. Hur
kan X (t)’s deriverbarhetsegenskaper avlisas fran plottarna?



214 14. Svar till dvningar

14.6 Kapitel 5
5.1. n = INT({+p).
5.2. n=2995.

Programmeringsuppgift 1 n~10000, p~0.11.

i)

3

Linn 0.

] i0

En gang deriverbar.

Programmeringsuppgift 2 Tag t.ex. % =e= ﬁ.

riky Xk

'5 nA M
Vo

Xty Xtk

200

-200

-4l



