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A GRUNDLAGGANDE ANALYS

A.1 Funktioner, Integraler och Summor
Def. f:C—C integrerbar (summerbar) om [, |f(z)|dz <oo (3} ,cc|f(k)| < o0).
Def. NCR" nollmingd om [, dz=0.

Def. r:T—R (r:TxT —R) symmetrisk om r(t)=r(—t) for teT (r(s,t)=r(t,s)
for s,teT).

Def. r:T—R(C) positivt semidefinit 6ver R (6ver C) om Y ,_, >y, ap@er(ti—
ty) >0 for neN, ay,...,a,€R(C), t1,...,t,€T.

Def. r:TxT —R(C) positivt semidefinit 6ver R (6ver C) om >y Y7 | axGg
r(tk,te) >0 for neN, ay,...,a,€R(C), t1,...,t,€T.

Def. Kroneckers d-funktion Z > 7+ §(7) = { 3 :i :;g
Def. Diracs d-distribution (f:R—C) — [, f(2)d(x)dz = f(0) (ej funktion).

Def. Faltning ( f xg):R—C under léimpliga integrabilitetsvillkor for f,g:R— C
(f*g)t) = [g flx)g(t—z)dz = [; f(t—2)g(z)dz for teR.

Def. Faltning (f*g):Z—C under lampliga summabilitetsvillkor for f,g:Z — C

(f*9)(k) =327 o f(O)g(k=0) =377 _ f(k—=£)g() for keZ.

SATS f,9:R(Z)—C integrerbara (summerbara) = fxg integrerbar (summerbar).

A.2 Fourier Transformer

A.2.1 Kontinuerlig Fourier Transform

Def. Fouriertransform §f:R"—C av integrerbar funktion f:R*—C (Ff)(t) =
Jgn e2rherteting) f(2) dy for t€R™.

Def. Inverstransform F~'f:R* —C av integrerbar funktion f:R*"—C (F~'f)(¢)
= fRn e7i27r(t1w1+...+tn:cn)f(x) dr for teR™. I

SATS (INVERSIONSFORMELN) §f:R"—C integrerbar = (F'(Ff))(z) = f(z)
(férutom pa nollméngd).

Rakneregler. For integrerbar f:R—C giller

o (F7'A)) = @Ff(=)E) = @H(-t) = @),

Ff(a-+b))(t) = Le=2ma(Ff)(t/a) for a>0, bER,

F(e?™ F))(t) = (Ff)(t+s) for seR,

S (t) = (—i2nt) (Ff)(t) om f':R—C integrerbar,
FOfONE) = 5= (Ff)'(t) om Roz+—zf(z) €C integrerbar,
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o (F(f*9)®) = (Ff)() (Fg)(t) om g:R—C integrerbar.

A.2.2 Diskret Fourier Transform

Def. Fouriertransform §f:Z—C av integrerbar f:(—3,3)—C (§f)(k) = f_lik
&R f (1) dx for keZ.

Def. Inverstransform S_lf:(_% %)—HC av summerbar f:7Z — C (S_lf)(l‘) =
Sohe o€ 2k f(k) for xe(—3, 3

).
SATS (INVERSIONSFORMELN) §f:Z — C summerbar = (F71(Ff))(z) = f(x)
5,3)—C integrerbar = (F(F 1)) (k) = f(k).

(forutom pa nollméngd). § 1f:(—

Rakneregler. For integrerbar f :(—% %)—>(C och summerbar ¢:Z—C galler

o (Bf(=)(k) = (§)(~k) = (/) (k) och (F7'g(~)(z) =@ '9)(~2) = (§ '9)(2),
o (§7'g(-+0))(x) =™ (F1g)(x) for LeZ,

o (BN = GH(E+) och (F (e 9)(@) = (3-f)a—y) T L7, yeR
o (F'gxh))(z)=(F'9)(z)(F 'h)(z) om h:Z—C summerbar.

B GRUNDLAGGANDE SANNOLIKHETSTEORI

B.1 Utfallsrum, Handelser och Sannolikhetsmatt

Def. Utfallsrummet 2 ar mangden av mojliga utfall w for slumpforsok.

Def. Hiandelser dr delméangder av (2. Handelsen AC() intraffar om utfallet w e A.

Def. Sannolikhetsmatt ar funktion Q D A — P{A} € [0,1] med P{0@} =0 och
P{AUB} = P{A}+P{B}-P{ANB}.

SATS P{B\A}=P{B}—-P{A} for ACB, och speciellt P{A‘} =1-P{A}.
SATS (ToTAL SANNOLIKHET) |J! A, =Q och A;,NA;=0 for i#j = P{B} =
> P{BNA;}.

B.2 Stokastisk variabel, Fordelningsfunktion och Frekvensfunktion

Def. Stokastisk variabel /s.v. ar funktion £:Q—R".

Def. Fordelningsfunktion Fe(z) = P{& <wq,...,& <z,} for zeR".

Def. ¢ diskret om méngden av méjliga virden Q CR" for ¢ diskret (uppréknelig).
Frekvensfunktion f¢(z) = P{{=z} for z€Q;.

SATS f:Q = R frekvensfunktion for diskret s.v. med mdjliga virden Q, &
f(x)>0 for x€ Q¢ och Zwegé (z)=1.

Def. ¢ kontinuerlig om OFeo)  existerar for € R (férutom pa nollméngd) och

0xy...0Tn
O Fy( O™ F,
Fe(2) = [y <oz ﬁ%h ydy for zeR". Frekvensfunktion f¢(x) = 4—3361“_221.




SATS f:R* >R frekvensfunktion for kontinuerlig s.v. & f(x) >0 for z € R"
(forutom pa nollméngd) och [o, f(x) dz=1.

ercrm§ fe(z) om ¢ diskret

) - for CCR".
fc fe(x) dx om ¢ kontinuerlig

SATS P{¢teC} = {

> yen, fen(z,y)  om n diskret R™-vérd s.v.

SATS )
felw) = {me fen(z,y)dy om n kontinuerlig R™-vird s.v.

Def. ngﬁrdelning n om Fg(fl/') :Fn(ﬂ)) for zeR"™.

Def. ¢ symmetrisk om & =¢sqeming —&-

B.3 Oberoende och Betingad Sannolikhet
Def. Hindelser A och B oberoende om P{ANB} = P{A}P{B}.
Def. Betingad sannolikhet P{A|B} = P{ANB}/P{B} da P{B}#0.

SATS A och B oberoende = P{A|B} =P{A} da P{B}#0.
Def. &, ...,&, oberoende om P{(_{&€C;} =[], P{&eC;} foralla Cy,...,C,.
SATS &,...,&, oberoende = ¢1(&1), ..., gn(&,) oberoende for funktioner g, ..., gy.

SATS ¢&i,...,&, oberoende < fe, e (21,...,%4) = fe,(x1)-.. . fe, (zn) fOor z€R”
(férutom pa nollméngd) .

Def. Betingad frekvensfunktion f¢,(z|y) = {fé’"(x’%)/f"(y) 22 ?{Z;fg
- (y) =

SATS ¢ och n oberoende = fen(z|y) = fe(z) (om f,(y)#0).

> wecnaJem(z|y) om & diskret
fc fE\n \y dl‘ om & kontinuerlig-

Def. Betingad sannolikhet P{¢ € C|n=y} = {

SATS ¢ och 1 oberoende = P{{cC|n=y} =P{{cC} (om f,(y)#0).

Zyeﬂn P{¢eC|n=y}fy(y) om n diskret

SATS P{(eC} = _ .
Jem P{EEC|n=y}fr(y)dy om n kontinuerlig

B.4 Vantevarde, Varians och Kovarians

Zmeﬂgx fe(z) om & diskret R-vird s.v.
Jrzfe(x)dz om & kontinuerlig R-vérd SV,

Def. Vintevirde E{{} = {

erQ,E ( )fg( ) om ¢ diskret

fRn z)dz om & kontinuerlig

Zzeﬂgmfﬁln(ﬂy) om ¢ diskret
f]g $f§|n($|y) dr om & kontinuerlig'

for funktion ¢:R* —R.

SATS E{g4(¢)} = {

Def. Betingat vintevirde E{{|n=y}= {



Yyea, EL9(©) In=y}f,(y) om n diskret
me E{g(&)|n=y}f,(y)dy om n kontinuerlig '

Def. Vinteviirde for R*-vird s.v. B{¢} = (B{&},...,E{&}) = (B{e:} ... B{&})

SATS E{(a1... aa)(&1 ... &)} = B{ " ax&} = Sr_ axB{&} = (ar... a) B{€}.
Def. Kovarians mellan R-virda s.v. Cov{¢,7} = E{(g—E{g}) (n—E{n})}.

SATS E{g(§)} = {

Def. Varians for R-vird s.v. Var{{} = Cov{{, ¢}
Def. Standardavvikelse for R-vird s.v. o(§) = 4/ Var{¢}.

SATS (TiEBYSJEV) P{|{|>2} < E{}/2? for z>0.

SATS Cov{{, n} = E{{n} —E{£} E{n}, och speciellt Var{¢} = E{£%} — (E{{})%.
SATS (CAUCHY-SCHWARZ) |[Cov{¢,n}| < /Var{¢} Var{n}.

SATS Cov{} ;_ arlk, > peibene} =D p_1 > peqaxbe Cov{&, me} for ai,...,a,,bi,
.o, b €R, och speciellt Var{d",_ ap&c} =D 7 1> s arxae Cov{&, &}

Def. S.v. £ och n okorrelerade om Cov{{,n} = 0.

SATS ¢ och 71 oberoende = & och n okorrelerade (om Cov{¢,n} vildefinierad).

Cov{{, &1} Cov{&i,&n}
Def. Varians for R*-vird s.v. Var{¢} = : : .
Cov{tn, &1} ... Cov{tn,&n}

SATS n|n-matris V variansmatris < V symmetrisk och positivt semidefinit.

SATS A matris = Var{A¢{} = AVar{¢} AT.

B.5 Karakteristiska Funktioner

Def. Karakteristisk funktion @¢(t) = E{e?2r(héttté)} for teR.

SATS (BOCHNER) ¢ : R — C karakteristisk funktion for R-vird s.v. & ¢(t)
kontinuerlig och positivt semidefinit 6ver C med ¢(0)=1.

SATS E{¢F.. . .¢kn) = (j2m)~(kitothn) W ,_o (om bida vildefinierade).

SATS ¢ kontinuerlig = ¢¢(t) = (Ffe)(t).

SATS ¢¢(t) integrerbar = ¢ kontinuerlig med fe(z) = (F '¢¢)(z) for x € R
(férutom pa nollméngd).

SATS ngﬁrdelningn = ¢§(t):¢n(t) for teR"”.
SATS ¢&i,...,&, oberoende < g, ¢ (t1,...,tn) = ¢ (t1) ...« ¢¢,(tn) for teR™.

SATS ¢&,...,&, oberoende = ¢y 16, (L) = Pe, (1) ... - ¢g, (2).



B.6 Nagra Diskreta Fordelningar

B.6.1 Poissonfordelning
Def. £ ~Po()\) om fe(k) = Ne ?/(k!) for ke Q:={0,1,2,...}.

SATS E{Po(A)} = Var{Po(A)} = A och ¢p, (1) = eMe?mt—1).

SATS & ~Po(\),...,&~Po()\,) oberoende = > 7_ & ~ Po(d> p_ Mi)-

B.6.2 Binomialférdelning

Def. ¢ ~ Bin(n,p) om fe(k) = (})pP¢"* for ke Qe={0,...,n} (¢g=1-p).

SATS E{Bin(n,p)} =np, Var{Bin(n,p)} = npg och gy (t) = (g+pe”™)".

SATS & ~Bin(ni,p),...,&n~Bin(ny,,p) oberoende = > & ~ Bin(Y ;" ng, p).

B.7 Nagra Kontinuerliga Fordelningar
B.7.1 Likformig Fordelning

Def. ¢ ~ likfla,b] om fe(z) = ;= for z€(a,b] (fe(z)=0 for Svrigt).

SATS E{likfla,b]} = 2, Var{liki[a, b]} = =2 ch Fliiia,p)(z) = 2 for x€la, b).
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B.7.2 Endimensionell Normalférdelning

Def. &~ N(u,0?) om fe(z)= \/%U e (@=m?/Q%) for reR.

Def. ¢(z) = fN(0,1)(1U) = \/LQ—W e"’/2 och Q(r) = FN(0,1)($) = ffoo o(y) dy.

SATS (N(u,0%)—p)/o~N(0,1), oN(0,1)4+u~N(u,0%) och Fyge2(z)=d(SE).
SATS E{N(y,0%)} =p, Var{N(u,0%)} =0 och @x(uen)(t) = &2t (10",
SATS {&}}_, oberoende N-fordelade = > p_ & ~ N(O_7_ E{&}, > r_, Var{&}).

SATS (CGS.) {&}7_, oberoende med E{{}=u; och Var{{}=o? (=0?) =
P> &<z} =~ P{NC \_ ks Y p08) <z} for n stort och z€R (ej for stort).

B.7.3 Flerdimensionell Normalfordelning
Def. R*-vird s.v. { N-fordelad om Y ;_,axé, N-fordelad for ay,...,a, €R

SATS ¢ N-fordelad = @(t) = 27t Bl&} 5 @n)*"Var{eht ¢ N_fordelad med det(

= 1 —3(@e—E{e})" (Var{e}) ! (=—E{¢})
Var{eh 70 = fe(0) = o0 amaa © '

SATS N-fordelning bestdmd av dess varians och vintevarde. Till varje n-dimensio-
nell varians och vantevarde finns N-fordelad s.v. med sadan varians och vantevarde.

SATS For &= (&,...,&,) N-fordelad ar &,...,&, oberoende < okorrelerade.



2
SATS ¢ R’-vird N-fordelad med E{¢} = (Z;) och Var{¢} = (pffo 2 p‘j;g“?) =
_ £1=1)* 03 ~2p (@1 =) (wa—p2) (0102) (w2 —112)?/ o}
fg(l') — 27”71(721 — exp{—( 1—H1 P \T1 “12(1:05)2 102 2— M2 }

B.7.4 Exponentialfordelning
Def. £ ~exp(\) om fe(z) = Xe™ for >0 (fe(z)=0 for ovrigt).

SATS Efexp(A\)} =A"', Var{exp(\)} = A2, Fopp (@) =1—e** for £>0 och

Dexp(n) (t) = )\7?27#'

SATS (MINNESLOSHET) {~exp(A\) = P{{>x+y|{>z}=P{{>y} for z,y>0.

C STOKASTISKA PROCESSER

C.1 Stokastiska Processer

Def. Stokastisk process med parameterméngd T {X(¢)};er funktion X :QxT—R.

Def. {X(¢)}1er har kontinuerlig tid om T =R eller T=R" (eller liknande).

Def. {X(t)}ier har diskret tid om T'=Z eller T=N (eller liknande).
Def. Givet wy€Q dr funktionen T 3 ¢ — X (wy,t) € R en realisering av {X (¢)}ier-

Def. Andligtdimensionella fordelningar / df. Fx(u).. x() (@1; - - -, @) = P{X(t1) <
T1yeoo, X(tn) <z,} for neN, t,...,t,€T.

SATS Adf. bestammer sannolikheten for (de flesta) hindelser for (separabel) process.

C.2 Lévy Processer

C.2.1 Lévy Processer

Def. {X(¢)}i>0 har oberoende Skningar om X (t,)—X(tp-1),...,X(t1)—X(to) &r
oberoende for neN, 0<ty<t;<...<t,.

Def. {X(t)};>0 har stationdra 6kningar om X (t+h)— X (h) =grdening X (t) — X (0)
for t,h>0 (egentligen om {X(t+h)—X(h)}>o =sar {X(t)—X(0)}i50 for h>0).

Def. Lévy process ar process med oberoende och stationara okningar.

SATS X(t) Lévy process med X (0)=0 = mx(t) =mx(1)t, t>0, och rx(s,t) =
Vx (1) min{s,t}, s,t>0, (om véldefinierade).

C.2.2 Poisson Processen

0 for 0<t<&
Def. Poisson process Y (t) =< 1 for &a<t<&+& dir {152, ~ exp()\) oberoende.

SATS Poisson process ar Lévy process med Y (0)=0 och Y (t+h)—Y (h) ~ Po(\t).
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C.3 Stationara och Sjalvsimilara Processer
Def. {X(t)}ier stationdr om {X(t+h)}er =sar. {X(t) }rer for alla h.
Def. {X(t) };>0 sjalvsimildr med index x>0 om {X(At)}>0=sar. {A\*X(?) }s>0 for A>0.

SATS (LAMPERTI) {X(t)};>0 sjdlvsimildr med index k>0 < {e "X (e*)}ier
stationar for a>0.

D MOMENTFUNKTIONER

D.1 Momentfunktioner

Def. Vintevardesfunktionen / vvf. mx(t) = E{X (¢)}.

Def. Variansfunktionen / vf. Vx(t) = Var{X(¢)}.

Def. Kovariansfunktionen / kvf. rx(s,t) = Cov{X(s), X(¢)}.

Def. Andramomentfunktionen /amf. Rx(s,t) = E{X(s)X(¢)}. Effekt/medeleffekt
Rx(t,t) = B{X(1)*}.

Def. Korrelationsfunktionen / krf. px(s,t) = \/VCO{‘;?(S)\’,X(?)}( o

Def. Korskovariansfunktionen / korskvf. rxy(s,t) = Cov{X(s),Y (¢)}.

Def. Korsandramomentfunktionen / korsamf. Ry y(s,t) = E{X(s)Y(¢)}.

D.2 Egenskaper for Momentfunktioner

SATS rx(t,t)=Vx(t), Rx(s,t)=rx(s,t)+mx(s)mx(t) och px(t,t)=1.

SATS |rx(s,t)| < 5(Vx(s)+Vx(t)) med likhet < X(s)+X (t) = konstant.

SATS |Rx(s,t)| < $(E{X(s)*}+E{X(¢)?}) med likhet < X (s)£X () = konstant.
SATS |px(s,t)] <1 med likhet <& X (s) = konstant; - X (¢) + konstants.

SATS (CAUCHY-SCHWARZ) |rx(s,t)| < /Vx(s)Vx(t) med likhet & X(s) =
konstant; - X (¢) + konstants.

SATS r:TxT—R kvf. (amf.) f6r nagon process {X (¢)}er < 7(s,t) symmetrisk
och positivt semidefinit 6ver R.

E KONVERGENS AV S.V.

E.1 Konvergens i Kvadratiskt Medel
Def. & —¢& dad k—oo/limy o0& =¢ om E{£®}<oco och E{(&—&)%} —0.

SATS & —& och gp—n = E{&} — E{¢}, Var{} — Var{¢}, E{&} — E{*},
E{&ne} — E{{n} och Cov{&;,n} — Cov{¢, n}.



SATS (CAUCHY) lim.z o0& existerar < limyg g oo E{(§—&)?*} =0 och limy_,o
E{¢} < o0.

SATS (LOEVE) lim., & existerar < limy oo, E{&&,} existerar (dndligt).

E.2 Summor

SATS > 7, & konvergent < limy, n oo gy Oopy E{&:&} existerar (dndligt).

SATS > 77, &, Yooy e konvergenta = E{Y 7" &} =) o E{&}, Var{d> > &}
= thil 221 Cov{&, &} E{(ZZ‘; &)’} = 2130:1 221 E{&:&}, COV{Z;L €k D
Z’iﬂ?é} = 21?;1221 Cov{&:, e} och E{(ZZil &) (221 Ne)} = Z/ﬁlZZl E{&me}-
E.3 Kontinuitet och Derivata

Def. X (t) kontinuerligi t=t%y om lim._,;, X (t) = X(t)-

Def. {X(t)}ier kontinuerlig om X () kontinuerlig i alla teT.

SATS X(t) kontinuerligi t=t; < lim,; ;) Rx(s,t) = Rx(to,%0)-

Def. X (t) deriverbar i t=t, med derivata X'(t) om l.i.m.t%to%i(to) = X'(to)-

Def. {X(t)}ier deriverbar om X(¢) deriverbar i alla t€T.

F SVAGT STATIONARA PROCESSER

F.1 Svag Stationaritet

Def. {X(t)}ier svagt stationdr om mx(t) och rx(¢t,t+7) ej beror av teT.

SATS X(t) svagt stationdr < mx(t) och Rx(t,t+7) beror ej av ¢.

SATS X (t) stationdir = svagt stationdr (om myx och rx vildefinierade).

Def. Kvf. for svagt stationdr process rx(7) = rx(t,t+7).

Def. Amf. for svagt stationér process Rx(7) = Rx(t,t+7).

Def. Krf. for svagt stationdr process px(7) = px (¢, t+7).

Def. X (t) och Y(t) stationdrt korrelerade om rxy(¢,t+7) €j beror av t.

Def. Korskvf. for stationért korrelerade X (t) och Y (t) rxy(7) = rxy(t, t+7).

F.2 Momentfunktioner for Svagt Stationara Processer
SATS 7rx(0) = Vx(t) = Var{X(#)} >0 och Rx(0) = E{X(¢)?} >0.
SATS |rx(7)| <rx(0) med likhet fér nagot 7#0 < rx(7) periodisk.

SATS |Rx(7)| < Rx(0) med likhet for nagot 7#0 < Rx(7) periodisk.



SATS Svagt stationdr X (¢) periodisk < rx(7) periodisk < Rx(7) periodisk.

SATS r:(T—T)—R kvf. (amf.) for nagon svagt stationér process {X({)her <
r(7) symmetrisk och positivt semidefinit 6ver R.

F.3 Kontinuitet och Derivata for Svagt Stationara Processer

SATS Svagt stationdr X (¢) kontinuerlig i visst ¢ =1, < X(t) kontinuerlig <
rx(7) (Rx (7)) kontinuerligi 7=0 < rx(7) (Rx(7)) kontinuerlig.

SATS Svagt stationdr X (t) deriverbar i visst t = t, < X(¢) deriverbar <
rx(7) (Rx (7)) tva ggr. deriverbar i 7=0 < rx(7) (Rx(7)) tva ggr. deriverbar.

SATS Svagt stationir X(t) n ggr. deriverbar = X (t) svagt stationir med
M =0, 700 (r) = (1Pr(r) och rxo xo(r) = (1) = (1)
(—7) for j+k<2n.

F.4 Nagra Svagt Stationara Processer

F.4.1 Diskret Vitt Brus

Def. Diskret vitt brus {e(t)};cz okorrelerade s.v. med m,=0 och Var{e(t)} = o>

SATS e(t) svagt stationdr med r.(7) =024(7), TEZ, och P.(f)=0?% fe(— % %)

F.4.2 Cosinus processen

Def. Cosinus processen X (t) = £cos(27 fot) + nsin(27 fot), t € R, dér £ och p
okorrelerade med E{¢} = E{n} =0 och Var{¢} = Var{n} = o%

SATS X (t) svagt stationdr med mx =0, rx(7) = o?cos(2nfo7), 7 € R, och
Px(f) = 50°(8(f —fo) +6(f+fo), fER.

F.4.3 Linjara processer

Def. Linjér process X(t) =Y ;o _ cke(t—k), t€Z, dar > 7 |cx| < oo,

SATS X(t) svagt stationdr med mx =0, rx(7) = 0> po_ CkCkir, T €Z, och
Px(f) = 0®| 30 o eve ™12, fe(=3,3)-
Def. MA(g)-process X (t) = > 1_,cke(t—k), t€Z, dir co=1.

SATS X (t) svagt stationdr med mx =0, Px(f) = 0% Y i_,cke ™%, fe(—3,3),

2y - for |r|<q
h 7 —J° Zk:|-r|ckck I7| =7
oc ST rx(7) p fr [r|>g

F.4.4 Hagelbrus

Def. Hagelbrus X (t) =377, 9@‘2?:1 §0)+D ey 9(“2?:1 ne), tE€R, dir {&x}p2,,
{32, ~ exp()\) oberoende och g:R— R integrerbar.

SATS X (t) = [;° g(t—s)dYi(s)+ [5° g(t+s) dYa(s) dér Yi(t) och Ya(t) oberoende
Poisson processer



SATS X(t) svagt stationdr med mx = A [ g(z)dz, rx(7) =X [ 9(z)g(7+z) dz,
T€R, och Px(f)=X|(F9)(f)% feR
F.4.5 Bandbegransat Vitt Brus

Def. Bandbegrinsat vitt brus svagt stationir process {X (t)}ier med mx =0 och

215 <
R> foPx(f) = {7 o,

0,2 sin(277 fg) for T#O
SATS R 7 rx(1) = { 2o o e’

F.4.6 AR-processer

Def. AR(p)-process svagt stationédr process {X (t)}iez med Y o_,ap X (t—k) = e(t),
dir ap=1 och e(t) okorrelerad med {X(t—k)}32; (om Y o _jarz #0 for |z[<1).

rx(€)+airx(—1)+...+aprx({—p) = 0 for £=1,2,...
T‘X(O)-f-dl’l"x(l)—l— . .+(Lp’l"_x(p) = 0'2

och PX(f) = ‘Zzzoazzfﬂwkfp; fe(_%a %)

SATS (YULE-WALKER) my =0, {

F.4.7 ARMA-processer

Def. ARMA(p, q)-process svagt stationdr process {X (¢)}ez med > 5_, ap X (t—k) =
Yoi_ocke(t—k), dir ap=co=1, och e(t) okorrelerad med {X(t—k)}2,.

z27rkf|2

SATS myx=0 och Px(f) = o> &2l fe(-3, ).

F.4.8 Telegrafsignal

Def. Telegrafsignal X (¢) = 3[1—(-1)Y®+] = (Y (¢)+&) mod 2 for ¢>0, dir Y(¢)
Poisson process och £~Bin(1,p) oberoende av Y(¢).

SATS mX(t) +( ) 72)\t t>0, och TX(S t)= —2)\|t— s|[1 (_ p)2ef4/\min{s,t}]’

5,t>0. p=% = X(t) svagt statlonar med Px(f)= m, feER

G GAUSSISKA PROCESSER

G.1 Gaussiska Processer
Def. {X(t)}ier Gaussisk om adf. N-fordelade.

SATS Adf. fér Gaussisk process bestims av vvf. och kvf. Till varje vvf. och kvf.
finns Gaussisk process med sadan vvf. och kvf.

SATS Gaussisk process stationdr < svagt stationér.

G.2 Nagra Gaussiska Processer

G.2.1 Wiener Processen (Brownsk rorelse)
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Def. Wiener process {W(t)};>o Gaussisk process med my = 0 och ry(s,t) =
o?min{s,t}, s,t>0. Standard Wiener process Wiener process med o?=1.

Def. Wiener process med drift W (t) = W (t) + konstant-¢, ¢>0.

SATS W (t) Lévy process och sjilvsimilar med index %

G.2.2 Ornstein-Uhlenbeck Processen
Def. Ornstein-Uhlenbeck process X (t) = e”* W (e?*), teR.

SATS X(t) stationir Gaussisk med mx =0, rx(r) =02 "l 7€R, och Px(f) =
e JeR
G.2.3 Tillampat Kontinuerligt Vitt Brus (Finns inte)

Def. Tillampat kontinuerligt vitt brus N(t)=W'(t), t>0.

SATS N(t) stationir Gaussisk med my=0, ry(7)=0%4(7), 7>0, och Px(f) =
0%, feR

H SPEKTRALANALYS

H.1 Spektralframstallning Kontinuerlig Tid

SATS (SPEKTRALFRAMSTALLNING) {X(t)}ier svagt stationdr med kontinuerlig
kvf. = rx(7) =rx(0) ¢o(7), TER, for nagon R-vird symmetrisk s.v. ©.

Def. Diskret (kontinuerligt) spektra om © diskret (kontinuerlig) s.v.

Def. Spektraltithet Px:R—R vid kontinuerligt spektra Px(x) = rx(0)fo(z).

SATS Px(f) existerar = rx(7) = (§Px)(7) = [, > Px(f) df.

SATS rx(r) integrertbar = Px(f) = (F 'rx)(f) = [ge ™ rx(r)dr existerar.
SATS (SPEKTRALMOMENT) X (t) n ggr. deriverbar & E{©?"} < co.

SATS Px(f) existerar och X(t) n ggr. deriverbar = Py (f) = (27 )7 Px(f).

SATS P:R — R spektraltithet for nagon svagt stationir process {X(t) her <
P(f) icke-negativ och symmetrisk (férutom pa nollméngd) samt integrerbar.

SATS Integrerbar r:R—R kvf. (amf.) < (F '7)(f) spektraltithet.

SATS Icke-integrerbar 7:R—R kvf. (amf.) om 7(7) = r(7)—C integrerbar och
(& 17)(f) spektraltathet for ndgon konstant C > 0.

SATS rx(7) har period p < diskret spektra med Qg C pN = {0,+p, +2p,...}.

H.2 Spektralframstallning Diskret Tid

SATS (SPEKTRALFRAMSTALLNING) {X(¢)}iwez svagt stationdr = rx(7) = rx(0)

¢o(1), TEZ, for ndgon [—3, 5]-vird s.v. ©.
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Def. Spektraltiathet Px:(—3,3)—R vid kontinuerligt spektra Px(z) =rx(0) fo(z).

SATS Px(f) existerar = rx(k) = (§Px)(k) = f_l{jQ 2kl P (F) df.
SATS rx (k) summerbar = Px(f)=(F 'rx)(f) = Y e . e 2™ Fry(k) existerar.

SATS P:(—3,3) R spektraltithet for ndgon svagt stationir process {X(t)}iez

< P(f) ér icke-negativ och symmetrisk (férutom pa nollméngd) samt integrerbar.
SATS Summerbar 7:Z—R kvf. & (F'7)(f) spektraltithet.

SATS Icke-summerbar 7 : Z — R kvf. om #(k) = r(k)—C summerbar och
(§7'7)(f) spektraltithet for nagon konstant C > 0.

H.3 Korsspektrum

Def. Stationért korrelerade X (¢) och Y (¢) har korsspektraltathet Px y(f) om rxy
(1) = @Pxy)(7)-

SATS Pxy(f) och (7 'rxy)(f) existerar = Pxy(f) = (F 'rxy)(f).

SATS {X(t)}wer n ggr. deriverbar och Px(f) existerar = Pxa) xw(f) = (1)
(22w Y T*Px(f) for j+k<2n.

H.4 Spektralframstallning for amf.
Def. Sx(f) effektspektraltithet om Rx(7) = (§Sx)(7).

SATS Px(f) existerar = Sx(f) = Px(f) + m%d(f).
Def. Sxy(f) korseffektspektraltithet om Rxy(7) = (§Sxv)(7)-

I FILTERTEORI
[.1 Filter

Def. Filter G &r linjér insignal-utsignal relation, dvs. for insignaler z;(t) och xo(?)
ar utsignalen (S(c1x14c212))(t) = ¢1(6x1)(t) + c2(Sxg)(t) for c1,c2€R.

Def. Kausalt filter har utsignal vid tid ¢ bestamd av insignalen tom. tiden ¢.

SATS h:R(Z) — R integrerbar (summerbar) och {X()}er ({X(k)}rez) svagt
stationar = h*x X konvergent.

Def. Filter med integrerbart (summerbart) impulssvar h ges av Ut(¢) = (h*In)(?).

Def. Svagt stationart filter har svagt stationar utsignal som ar stationart korrelerad

med insignalen da insignalen svagt stationar.

SATS Integrerbart (summerbart) impulssvar = svagt stationért filter med my, = h
*Min, Tus(T) = (Akh(—)*rm)(T) och 71mui(7) = (hxrm)(7) da In(t) svagt stationér.

SATS Filter med integrerbart (summerbart) impulssvar kausalt om h(u)=0 fér u<0.
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[.2 Frekvensfunktionen

Def. H(f) frekvensfunktion for svagt stationért filter om Py, (f) = |H(f)[*Pwm(f)
och P ui(f) = H(f) P(f) for svagt stationdr In(¢) med spektraltdthet Pr,(f).

SATS For filter med integrerbart (summerbart) impulssvar ar H(f) = (~'h)(f).

J TILLAMPNINGAR AV FILTERTEORI

J.1 Hilbertfilter och Envelopp

Def. Hilbertfiltret svagt stationért filter i kontinuerlig tid med H(f) = —isign(f),
f€R. Hilberttransformen av X (¢) utsignalen fran Hilbertfiltret da X (¢) insignal.

SATS Hilberttransformen av svagt stationdrt X (¢) ar li.m., . fl<\:c\<n X(;;“) du.

Def. Enveloppen av svagt stationdrt X (¢) med medelniva lim.p_o(27)" f X(t
dt =0 och Hilberttransform Y'(t) dr /X (¢)2+Y ()%

J.2 Signalanpassat Filter

Antingen sénds en kind deterministisk signal s(¢) eller sa sdnds 0-signalen. Till den
sinda signalen adderas stationdrt Gaussiskt brus N(¢) med mpy =0. Den observer-
bara signalen X (t) = ‘sind signal’+ N(¢) filtreras, och mha. Ut(t) = (hx X)(t)

beslutas vilken signal som sénts enligt regeln “besluta s(¢) (0) sind om Ut(t) >
(h*;)(t) (< (h*g)(t))n

. Om g léser s(t—u) = (g*7ry)(u) blir felsannolikheten

o . ] Cov s
P{beslut s(t) (0) da 0 (s(t)) sand}:l—@(%):l—@( " \{}’\l;afjﬁ*gg;gf}(”})

minimala 1-®(3+/Var{(gxN)(t)}) di h=g (h=Kkonstant-g) pga. Cauchy-Schwarz.

J.3 Wiener Filter

Till svagt stationér signal S(¢) med mg = 0 adderas oberoende svagt stationirt
brus N(¢) med my =0. Den observerbara signalen X(t) =S(t)+N(t) filtreras.

Avvikelsen E{[Ut(t)—S(®)]*} = E{[(hxX)(t)-S®)1*} = [[|H(f)P(Pn(f)+Ps(f))—

(2H(f)+1)Ps(f)] df blir minimala fipsjc)fg;f) df da H(f)= 7PN(7;)S'£QS(f).

K SKATTNING, ANPASSNING OCH PREDIKTION

K.1 Allmant om Parameterskattning

Def. Skattningen 6% av 6 véntevirdesriktig / vvr. (asymptotiskt vvr.) om E{#*}=
0 (limn e E{62} =0).

Def. Sekvens {07}, av skattningar av 6 konsistent om li.m., .0 =6.

SATS Asymptotiskt vvr. skattning % av 6 konsistent om lim,_,., Var{6:} =0.
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Def. Stokastiskt intervall [a,b] &r konfidensintervall (approximativt konfidensinter-
vall) for 6 med konfidensgrad 1—a om P{a<0<b}=1-a (% 1—a).

SATS 6* asymptotiskt vvr. och approximativt N-fordelad skattning av § och P{|N
(0,1)|<Aaj2} =1—a = 0"+ ),/ Var{#*} approximativ konfidensintevall for 6.

K.2 Skattning av my, rx och Px for Svagt Stationdr {X(k)}rez
SATS m} =37 | X(k) vvr. skattning av my.

SATS Y37 rx(k)<oo = m} konsistent med Var{m}}~ 13 _ rx(k).

n—|7|

X=X GHr=mx) g1 (7| < . _
SATS r%(7)=¢ = " asymptotiskt vvr. skattning av rx (7).
0 for |7|>n

SATS (BARTLETT) X(t) =) 1o _ cpe(t—k) dar Efe(t)*} = y'o* = r%(r) kon-
sistent med Var{r:(r)} ~ 7% rx(T)?+ L3700 rx(k) (rx(k)+rx(k—7)).

Def. Periodogrammet P3(f) = =| >, e (X (k) —mx)[> = F ') (f), [ €
(_%7%)'

SATS ) 72 _Irx(k)|<oo = Px(f) asymptotiskt vvr. skattning av Px(f).

SATS X(t) => o cke(t—k) dir E{e(t)'}<oo = Var{P:(f)} = Px(f)%
Konsistent skattning av Px(f). Dela datamaterial av langd n i m delmaterial av
laingd . Om motsv. periodogram Py (f),..., Py .(f) okorrelerade &r P*(f) =
PralDt - 4Pim () asymptotiskt vvr. och konsistent med Var{P*(f)} =~ =Px(f)%.

m

K.3 Anpassning av MA- och AR-processer

Anpassning av MA-process till data. Skatta o? ¢i,...,c, som losningen till
% (1) = 0?30 eh-jrcr for T=0,....,¢.
Anpassning av AR-process till data. Skatta o2 ai,...,a, som losningen till

> akrx(f—k)=0 for £=1,...,p och Y 7_ aprk(k) = 0o® (jmf. Yule-Walker).

K.4 Linjar Skattning (Prediktion) fér Svagt Stationdr X ()
Mha. P =", by X (t;) +bo skattas X (fn41). Avvikelsen E{(X (t,41)—P)*} éar
I'x (0) -2 22:1[)@ TX(tn+1 _tf) + 22:12?:11)1617@ rx (té—tk) + [mX(1 _22:165) _bO]Za

som blir minimala 7x(0)=Y_,_, be7x(tn+1—t¢) da derivatorna map. {bo}}_, ar 0 (&
da Cov{X(tn+1)—P, X(ty)}=0 for ¢=1,...,p och E{X(t,41)—P}=0), dvs. da

ZZ:1kaX(t€_tk) = Tx(tn_H—tg) for (= 1, Lo, och bo = mX(l_Zzzlbf)'

SATS Om X(t) AR(p)-process, ty,=¢ (enstegs-prediktion) och n>p, ar by 14 =
—ay for £=1,...,p och vriga by41-,=0, dvs. P= Y _ (—a¢g) X(n+1-2).
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