Tentamen i Stokastiska Processer E den 18/4 2001 kl. 1415-1915

Jour och Larare: P. Albin 772 3512.

Hjalpmedel: Kompendium “Albin: Stokastiska Processer for Teknisk Hogsko-

”

la”, rattningsstencil till kompendium, bok “Leon-Garcia: Probability and Ran-

dom Processes for Electrical Engineering”, Beta, foreldsningsanteckningar [blad

1-10 (foreldsning 1-10) maskinskrivna, blad 24-32 (f6reldsning 11-14) handskrivnal,

2

projektstenciler “simulering av ...” och “analys och simulering av ...”.

6vningstentamen ger ¢j bonus vid denna tentamen.
Uppgift 6: Det finns en Uppgift 6 avsedd for elever som gjort projekt 1, och en

for dem som gjort projekt 2. Losning skall endast lamnas till en av dessa uppgifter.

Uppgift 1| Svaren till foljande deluppgifter skall atfoljas av en kort motivering:

[a] Rita en (“typisk”) realisering av {X (t)—t}icjo,10), da {X(t)}+>0 dr en Poisson

process med intensitet 1. (1 poéng)

@ Rita en realisering av {X (¢)}+ecq0,107, d& {X(¢)}+>0 dr en Gaussisk process med

vantevirde noll och kovariansfunktion 7x(s,t) = min{s?,#2}. (1 poéng)

Rita en realisering av {X (%) }+c[0,10 d& {X()}ter dr en Gaussisk process med
vantevirdesfunktion mx (t) =t och kovariansfunktion rx(s,t)=1 fér s=t och
rx(s,t)=0 for ovrigt. (1 podng)
@ Rita en realisering av {X(t) —t}scp0,10, d& {X(t)}ter &r en MA(2)-process
given av X (t) = e(t)+e(t—1)+e(t—2), diar {e(t)}1ez ar diskret vitt brus sadant
att varje e(t) ar likformigt fordelat 6ver intervallet [—1,1]. (1 poéng)
[e] Rita en realisering av {X(¢)}1e[0,10, d& {X(t)}s>0 &r en Lévy process.

(1 posing)

Uppgift 2| Svaren till foljande deluppgifter skall atfoljas av en kort motivering;:

[a] En stokastisk process har precis tre av foljande fyra egenskaper: Den &r (1) en
Lévy process, (2) en Gaussisk process, (3) en sjalv-simildr process, (4) en svagt

stationdr process. Vilken process ar det? (1.5 poang)

@ En stokastisk process har precis tre av foljande fyra egenskaper: Den &r (1) en
Lévy process, (2) en Gaussisk process, (3) en MA-process, (4) en svagt stationir

process. Ange processens vantevardesfunktion. (1.5 poang)
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Kan en stokastisk process ha precis tre av foljande fyra egenskaper: Den ar (1)
en Lévy process, (2) en Poisson process, (3) en sjalv-simildr process, (4) en svagt

stationar process. Kan en process ha alla fyra egenskaperna? (2 poéng)

Uppgift 3| Foljande deluppgifter 1oses lampligen mha. betingning:

[a] Lat {W(t)}s>0 vara en Wiener process och {X(t)}+cr en icke-negativa stokas-
tisk process som dr oberoende av W. Bestaim E{W(X(t))}. (1 poéng)

@ Lat {W(t)}+>0 vara en Wiener process och {N(t)}+>0 en Poisson process med
intensitet 1 som &r oberoende av W. Bestim E{W (N(t))?}. (1 poéng)

Lat {N(t)}+>o vara en Poisson process med intensitet 1 och {X(¢)}:cr en
svagt stationir process med kovariansfunktion rx(t)=e~l*l som #ir oberoende av
N. Bestaim Cov{X(N(s)), X(N(t))}. (1 poéng)

@ Lat {N(t)}+>0 vara en Poisson process med intensitet 1. Bestaim E{N(N(t))}
for te(0,1). (2 poéng)

Uppgift 4| [a] For en funktion g:[0,00) =R har fem transformer berdknats:

Zosin(fm) g(z)dz, :focos(fx) 9(z) dz, Zoe_f:”g(m) dz, Zof””g(x) dx, Zoxfg(x) dx.

Para ihop dessa transformer med f6ljande resultat (som star i fel ordning):

1 1 1 f
1+f7 1—1n(f)’ F(f—{—l), 1+f2’ 1+f2'

@ Definiera en Fourier transform (Fg)(f) for funktioner g:R—R enligt

(2 poting)

a(f) = ®g)(f) = [ ™ g(x)dw  for feR.
Visa att motsvarande inverstransform ges av
g(z) = (F19)(z) = 9.5 [ e~/ 4(f) df for zeR

Ange ett samband mellan (Fg)(z) och (F~1(F~1(F~1g)))(z). (3 poing)

Uppgift 5| Slutkurserna (sista kopkursen under dagen) X gg,...,Xo for en

viss aktie under 100 konsekutiva (pa varandra foljande) dagar med bérshandel har
observerats (dir Xy dr den senaste observationen). Beskriv explicit hur nista
slutkurs X; kan skattas mha. datamaterialet. Ange de antaganden skattningen

baseras pa. Gar det att ange en osdkerhet for skattningen? (5 poédng)
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Uppgift 6 - Projekt 1| [a] En s.v. ¢ har fordelningsfunktion F¢(z) = e™°

for x€R. Skriv programkod eller ett flodesschema for att berikna ett approxima-
tivt 95% konfidensintervall for vanteviardet p = E{£} vars bredd &ar cirka 0.002.
Berakningen skall ske genom att simulera ett antal oberoende s.v. &i,...,&, med
samma fordelning som &, och mha. dessa berdkna intervallet. Skatta nodvandig

stickprovsstorlek n mha. en inledande preliminér simulering. (2.5 poing)

E Skriv programkod eller ett flodesschema for att mha. simulering skatta sanno-
likheten p = P{maxc(o, . 10} X(t)>5} for en MA(2)-process X (t) = e(t)+e(t—
1)+e(t—2), dar {e(t)}scz ar diskret vitt brus sadant att varje e(t) ar likformigt
fordelat 6ver intervallet [—1,1]. (2.5 poang)

Uppgift 6 - Projekt 2 @ Det giller samma forutsattningar som i projektet,

forutom att brusets kovariansfunktion ry (7) nu har viss “utbredning”, och ndrmre

bestamt ges av en hog smal “d-funktionsliknande” triangelform

n(l—|n7|) for |7|<1/n
7aW(T):{( InT|) IT|<1/

.. (spektraltiithet
0 for |7|>1/n

n?[1 —cos(27rf/n)]>
27r2f2 :

Berikna bitfelssannolikheten P, = P{N(m)>+E} da detta brus (istf. det i pro-

jektet) “stor” den sinda signalen. (Samma filter som i projektet!) (2.5 poéng)

@ Antag att (i projektets terminologi) Ny/2 =T = 1. Det impulssvar h(u) =1
for ue[0,1] och h(u)=0 for Gvrigt som anvéindes i projektet 16ser det signalan-
passade filtrets ekvation s(m+1—u) = (h*xrwy)(u) = h(u), da signalformen s(t)
ges av s(t)=1 for t€[m,m+1] och s(t)=0 for 6vrigt [och man sinder +s(t)].
Andra forutsittningarna i projektet s att istéllet for (plus/minus) “en etta”,
man anvander (plus/minus) en annan (kénd) signalform s(¢) som “lever” (&r skild
fran noll) for t€[m,m+1] och s(t)=0 for 6vrigt. Utnyttja vidare ett “verkligt”
svagt stationédrt brus {W(t)}rer med vantevirde 0, som observerats da ingen sig-
nal sindes, och lagrats i datafil. Ange hur (mha. det lagrade bruset) ett lampligt
impulssvar h(u) att anvdnda i denna forindrade situation kan skattas. Beskriv hur

bitfelssannnolikheten P, kan skattas [da detta h(u) anvéndes]. (2.5 poéng)

|LYCKA TILL!|




Losningar (Svar) till Tentamen i Stokastiska Processer E den 18/4 2001

Uppgift 2| [a] Wiener processen har egenskaperna (1)-(3).

@ En Gaussisk MA-process har egenskaperna (2)-(4), och har vantevérde noll.

Nej, resp. ja (nollprocessen har alla fyra egenskaperna).

Uppgift 3| [a] Fér X (t) kontinuerligt fordelad &r E{W (X (t))} = [;° E{W(X
OIX ()=} fxo(e) do = [° BW (@)} fxo(e) do = [0+ fx(e(s) do 0.

[b] E{W(N(1)?} = 52 B{W (N (1))2IN(t) = k} fny (B) = Speg B{W ()2} x
fN(t)(k) = Zzozo ka(t)(k) = E{N(t)} =1.

Cov{X(N(s)), X(N (1)} = E{X(N(s)) X (N (1))} — E{X (N () } E{X (N (1))}
= D neo B{X (N () X (N (t)=N(s)+N(s)) [N (t)=N (s) =k} fne)-ns) (k) — (Cpeo E
{X(N(9))|IN(s) =k} sy (k) (202 E{AX (N(@)IN(8) = £} fny (8) = Yopso B{X
(N(8)X (k+N ()} ne—s) (k) = (Cpeo B{X (B)} v (o) (k) (o2 E{X (O} ey (£))
=D k0 2oreo E{X (N (8)) X (k+N(5))IN(8) = £} frve—s) (k) fv(s) () — m% = D02,
Yo BE{X ()X (k+0)} fne—s)(B) fnes) (6) = m% = D pto Yopmo (rx (8, E+£) +m%)
INe—s)(B) N (8) = mk = Y neo Dore0€ " Ini—s) (k) fns)(£) = Yopeo e FIn(t—s)

1

(k) = B{e N9l =elc” -V ({¢=9) f5r 0<s<t.

[d] B{N(N(®)} = S0 B{NK)N() = k} (k) = Yay B{N(K)|N(t) =
kY ey (k) = 25 E{N(B) =N @) +kIN () =k} vy (k) = 25, E{N(k) - N () +
k}fN(t)<k) = Z;?:1(k—t+k)fN(t)(k) = 222020 ka(t)(k) - tZE‘;l fN(t)(k) =
2E{N(t)} —t(1—fn@)(0)) = t(1+ fn)(0) = 1(1+e7 ).

Uppgift 4| [a] [;"sin(fz) g(z)dz = e, [)7 cos(fz) g(x)de = g, [37 e 1*
g(@)de = gz, [y [79(2)dz = gy och [o~ alg(a) do = I'(f+1).

@ Utryckt med kursens Fourier transformpar (g)(f) = [*. e*?™/®g(z)dz och
(F o) (f) = [T e~ F2g(f)df, sd ir (Fg)(f) = (§g)(9.-5f). Det foljer att

(F (F)(#) = g(0) = (FG))(@) = | e 27" (39) (/) af
_ 9.5_7o e=119712 (50 (9.5 F) df

=95 [ e~ (Bg) (£) df.
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Eftersom enigt ovan (F~1g)(z) = 9.5(Fg)(—z), si #r vidare

(' (F(F~1g)))(z) = 9.5(F(F " (F'g)))(~z) = 9.5(F ' g)(~z) = (9.5)*(Fg)(z).

Uppgift 5| Antag att slutkurserna ar observationer av en svagt stationir pro-

cess {Xk}rez, med vantevirde mx och kovariansfunktion rx (k). Den skattning
X7 = 22920 axr X _r +b som minimerar E{(X;—X})?} bestams av ekvationerna
229:0 agrx(l—k—1) =rx(¢) for £=1,...,100, och 229:0 agmx +b = 0. Ek-
vationerna loses approximativt genom att ersatta rx och mx med skattningar
r% och m% beraknade mha. observationerna. Skattningens osakerhet indikeras av
storleken av E{(X;—X7)?} = rx(0) — 2 229:0 arrx(k+1) 229:0 ?io axaerx (£

—k), da man sitter in de skattade virdena for aj och rx.



