TMA 421 Stokastiska Processer for E
Tentamen den 19/12-01 kl. 8%°-13% 1 V.

HJALPMEDEL: Resultatsammanfattning, Beta, och Projektstenciler.
LARARE: Patrik Albin 031/772 3512
Ovningstentamen ger bonus vid denna tentamen enligt KursPM.

Tentamensresultat anslas i MD-husets kéllare, samt i E-huset, da det ar klart. Inga
resultat lamnas ut innan dess. Meddelande skickas via emaillista da resultat anslas.

Tentamina kan granskas, och ev. fragor cue: muona pa rattning lamnas, vid MD-husets
MOttagNING (sppen tunchtia terminstiay, PA hArfor speciellt avsett formular.

Inlamnade svar skall atfoljas av nagorlunda (men inte 6verdrivet) fullstandiga
motiveringar. Vanligen ricker det att bifoga relevanta berikningar.

Denna ging testas en lite “mjukare” sjatteuppgift &4n vanligt: Ange girna asikt om denna (réttvis, orittvis, etc.).

‘ Uppgift 1. ‘ I denna uppgift studeras overforing av information, i form av antingen
en “etta” W, eller en “nolla” O, via en brusig tidsdiskret kanal. Bruset ar en svagt
stationér process {N(t)}icz, med vintevirdesfunktion (vvf.) my = E{N(¢)} = 0.

En svagt stationér signal {S(t)}cz, stationért korrelerad med bruset och med vvf.
mg=0, sindes da W skall 6verforas, medan noll-signalen sindes da O skall 6verforas.
Mottagaren observerar den svagt stationdra processen {X(t)}iez, given av

X(t) = N(t)+S(t) om W sind
B N(t) om Q sind

Processen X (t) filtreras. Filtrets impulssvar A(f) &r symmetriskt [h(—£¢)=h(¢)]
och summerbart [>,° _ |h(¢)| < oo], med frekvensfunktion H(f). Utsignalen &r

Y(t)= Y h(O)X(t—¢) for teZ dir  H(f)= Y e ™™h(e) for |f|<3.
{=—00 {=—o0
Mao. ges utsignalen {Y'(¢)}iez fran filtret av
Ny (t)+S,(t) om W sind Ny (t) = (hxN)(t
v = gy = | 5 I e
Ny (1) om O sénd Su(t) = (hxS)(1)
Mottagaren soker avgéra om W eller O sénts, mha. {Y(¢)};cz, enligt regeln
besluta W sind om Y(0)2>F
besluta O sind om Y(0)2<E

Beslutsnivan E definieras som medelviardet av medeleffekten i fallen ¥ och O, dvs.
E = %(E“a—f—E@) dir  Ex = E{(Nw(0)+S54(0))?} och Eg=E{N,(0)?}.
Ett matt pa systemets relativa upplosning (av ¥ jamfort med Q), definieras som

(Signal Noice Ratio) SNR = 2(Ex—Eg)/(Ex+Eog) .
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[a] Lat bruset och signalen ha kovariansfunktioner (kvf.) rx(t) resp. rg(t), samt
korskovariansfunktion (korskvf.) 7y s(¢), med motsv. spektraltdtheter Py (f) resp.
Ps(f), samt korsspektraltathet Py s(f), givna av

ra(t) = Cov{N(s), N(s+t)} = [, e ' Py(f

( ) df
rs(t) = Cov{S(s),S(s+t)} ) df

= [, e Ps(f for teZ.
rrs(t) = Cov{N(s),S(s+t)} = ['1], e/ Py s(f) df
Visa foljande formler for £ och SNR:
E = [Y0, H(f (Pw(F)+Ps(f)+ Prs(f)) df
: (3 poing)

SNR = [10, H(f)(Ps(f) +2Ps(f)) df / E

El Ien El—uppgift vid tentamen, har bruset kvf. ry(¢)=e~¥l. Tentanden har tre
valmdjligheter Hi(f), Ha(f) och Hj(f) for frekvensfunktionen H(f):

1 om ;<[f|<3
0 om 0<|f[<}:

Vidare har tentanden tre valmdjligheter {S;(¢)}iez, {S2(t)}iez och {S3(t) hiez, for
signalen {S(t)}icz, med motsv. kvf. rg(t) givna av

0 om ;<[f[<3
1 om 0<|[f]<i

H(f)=1, Hlf)= { och  Hs(f) = {

m@)=e M ) =1/(1+t2)  resp. r(t)=et  for teZ.

Antag slutligen, for enkelhetens skull, att korskvf. ry s(t)=0.

Forklara for tentanden och examinator, varfor nedan bifogade Mathematica berak-
ningar ar tillrackliga for att, utan nagra ytterligare berdkningar, bestimma vilken av
de nio méjliga kombinationerna av frekvensfunktion H(f) och signal S(t), enligt ov-
an, som ger storst SNR. Utfor sedan bestamningen, och meddela tentanden och ex-
aminator resultatet (dvs. den bésta kombinationen), samt motsv. SNR. (2 poing)

in[1]:= ¥1[k ] := Exp[-k]: PL[f ] := 2« Sum[Cos[2Pifk] ~rl[k]. {k. 1, Infinity}]+1
Ii[2]:= Imtl = 2NInteqrate[P1[£f]. {£. 0, 1/4}]:

= r2[k ] :=1/¢1+k~2y;: P2[f ] :=2+«Smm[Cos[2P1ifk]~r2[k]. {k. 1, Infinity}] +1
in[4]:= Int2 = 2 NInteqrate[P2[£]. {£. 0, 1/4}]:

i5]:= x3[k 1 := Eap[-k~2]; P3[L£] := 2+ Sum[Cos[2P1 f k] ~r3[k]., {k, 1, Infimity}]+1
In[6]:= Int3 = 2NInteqrate[P3[£]. {£. 0, 1/4}]:

In[71:= N[£x1[0] # {x1[0] /2 + x1[07), x2[0]7 # {x2[0] /2 + x1[07) ., x3[0] # {x3[0] # 2+ x1[0]13 }]
our[7]= [0 BBBEET, 0.6EREET, 0. BBBEEET]

ing):= £ {r1[0] - Intl) / {({rl[0] - Intl} / 2 + {r1[0] - Int1}}, {r2[0] - Int2} / { (x2[0] - Int2}
/24 (rl[0] - Int1)), (x3[0] - Int3) / {{x3[0] - Int3) / 2 + (r1[0] - Int1))}

out[g]= {0, 6EEEET, 0.531075, 0. 6507451
9= {Intl/ (Intl/ 2+ Intl), Int2/ (Int2/ 2 + Intl), Int3/ (Int3 / 2+ Intl)}
out[a)= {0, 6EEEET, 0.711899, 0. 6726251



Uppgift 2. | Idenna uppgift &r {X(¢)}:>0 en stokastisk process med vvf. mx (¢)=0.

De n-dimensionella férdelningarna f6r processen X (t), for nagot val av n€N, ar

fordelningsfunktionerna av typ
FX(tl),...,X(tn)(x) = P{X(tl) S.Tl, ce ,X(tn) S.Z‘n} for T1y+--43Tp ER, 11,5 ln >0.
[I féljande fragor ar det svarets motivering som &r det viktiga. Ett korrekt svar utan motivering ger ej poéng.]

[a] Ar kinnedom om de 1-dimensionella fordelningarna, Fxw(z) = P{X(t) <z},
tillracklig for att bestimma P{max;> X () <z} for z€R? (1 poidng)
El Ar kiinnedom om de 1-dimensionella fordelningarna tillracklig for att avgora om
X (t) &r en Poisson process? (1 poéng)
Kan, atminstone ibland, kinnedom om de 1-dimensionella férdelningarna vara
tillracklig for att visa att X (¢) ej ar sjalvsimilar? (1 podng)
[d] Ar kéinnedom om de 2-dimensionella férdelningarna, F X(s),x1) (2, y) = P{X(s) <
z, X (t) <y}, tillracklig for avgéra om X (¢) &r bandbegrénsat vitt brus? (1 poing)
[e] Ar kiinnedom om de 3-dimensionella fordelningarna, F X (), x(s),X () (T, Y, 2) =
P{X(r) <z,X(s) <y, X(t) <z}, tillricklig for att bestimma om X(¢) &r svagt
stationdr? (1 podng)

| Uppgift 3. | I manga tillimpningar modelleras kontinuerligt vitt brus som en sta-
tiondr Gaussisk stokastisk process N(t), med vvf. my(t) =0 och kvf. ry(t) =4(1),

bortsett fran en principiellt oviktig multiplikativ konstant, som vi sdtter till 1. [Uppenbart &r 8(t) ej en kvf., ty den &r ej ens en funktion.]

I denna uppgift relateras N(t) till Wiener processens exe exsieranae) derivata W'(t).

Det finns en ganska svar matematik fér kontinuerligt vitt brus, i vilken Wiener processens derivata intar en plats liknande den Dirac’s §-

distribution gér i distributionslira. Emellertid det, relativt denna, mera heuristiska arbetssitt vi har i denna kurs, passar béattre for tillimpningar.

Lat {W(t)};>o vara en standard Wiener process, och betrakta differenskvoten
Whi(t) = (W(t+h)—W (t))/h for t,h>0. Infér motsv. kvf.

W(t+h)—W(t) W(t+7’+h)—W(t+T)}

h ’ h '

rh(t, t47) = Cov{Wi(t), Wh(t+7)} = COV{

[a] Visa att processen {Wj(t)}:~o dr Gaussisk och stationdr, genom forst visa att

ru(t, t4+7) = max{h—|7|,0}/h* for 7> —t (som ju ej beror av t). (2.5 poing)

[b] Visa att funktionen R 3 7+ r4(7) = max{h—|7|,0}/h? konvergerar mot Di-
rac’s d-distribution 6(7), da hJ)0, genom visa att

0 for 7#0

o for 120" (0.5 poéng)

o0 hl0

ffo rp(t)dr =1 for h>0 och lim 7, (7) :{

Férklara mha. resultatet i uppgift [ b | varfér W(t) ej existerar. (0.75 poing)

[d] Férklara i vilken man resultateten i uppgifterna [a]-[c | kan generaliseras till
mera allménna Lévy processer (4n Wiener processen). (1.25 poéng)



Uppgift 4. | En enkel modell anger priset {X(¢)}cz fOr en aktie som en Gaussisk

MA (3)-process, med parametrar 02=1 och ¢; =cy=c3=1. Man vill gora en pre-

diktion P = aX(t)+bX (t—1) av X(t4+1), mha. observationer av X (¢) och X (t—1).
[a] Berdkna P{|X(t+1)—P|>1} f6r den naiva prediktorn P=X(¢). (1.5 poing)

[b] Visaatt P =8X(t)—1X(t—1) minimerar P{|X(t+1)—P|>1}. (2 poéng)

Mera realistiskt dr att ansitta en MA(3)-modell med nagra okénda parametrar,
och sedan skatta dessa mha. observationer av X(1),...,X(n). Beskriv hur denna
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skattning kan utféras, om ¢; =1, men o°, ¢ och ¢z antages okdnda. (1.5 poang)

Uppgift 5. |[a] En stationdr stokastisk process &r inte alltid svagt stationar (iven

om vi negligerat detta i den introduktion till stokastiska processer som StokProcE utgor). Ty processen kan ha

oandligt (divergent) vantevirde eller odndlig varians, sa att vvf. eller kvf. ej existerar.
Ge ett exempel pa en stationdr process som ej ar svagt stationar. (1 poang)

[b] Ge exempel pa ett diskret vitt brus {e(t)}sez som ej ir stationiirt. (1 podng)
Ge ett exempel pa en svagt stationér process {X (¢)}:«r som ej ar stationér, och
som har kvf. rx(t) =e ", (1 poéng)

@ Wiener processen ar den enda sjalvsimilara Lévy processen med éndlig kvf. Visa
mha. detta, att for icke-Gaussiska stationira {X(¢)},er med kvf. rx(t) = e~ pro-
cessen {v/t X(In\/t)};so har kvf. min{s,t}, men ir ej en Lévy process. (1 poing)

[e] Lat & och n vara oberoende N(0, 1)-férdelade s.v. Forklara (girna utan att rik-
na), varfor det for den tvadimensionella variablen ¢ = ({1, (2) = (sign(n)&, sign(§)n),
giller att ¢; och (, ar N(0,1)-fordelade, men ( &r ej N-fordelad i R?. (1 poing)

Uppgift 6. | Diskutera fem distinkta och rimligt substantiella upplevelser, ifran
arbetet med projektet. [Projektet omfattar 0.5 poiéing, dvs. ca. tva arbetsdagar, och bor dérfor

1att inge fem sddana upplevelser. Om sa and4a ej var fallet, forklara istéllet varfor, pa fem sitt ... .]

Beskriv tex. upplevelser i form av olika problem som uppstod vid arbete med olika, delmoment
i projektet, som problem vid datorimplementeringar och/eller arbete med teorimoment. Eller up-
plevelser i form av undringar 6ver olika modelleringsval som figurerar i projektet. Eller upplevelser i
form av associationer projektet vickte till andra kursmoment under utbildningen. Eller upplevelser
i form av reflektioner Gver relationer till resterande kursstoff i StokProcE. Etc. (5 poéng)

Vid examinering av Uppgift 6 ges ej poang for att text mer eller mindre direkt kopieras frdn projektstencil till

tentamenssvar. Inlamnade upplevelser skall vara sa “djupa” att det framgar att projektet utforts pa ett seridst vis.

‘Lycka till!‘




