Tentamen TMA 421 StokProcE den 23/4-03 k1. 84°-1345 i V.

HJALPMEDEL: Resultatsammanfattning, Beta, och Projektstenciler.

LARARE: Patrik Albin 031/7723512.

OVNINGSTENTAMEN ger bonus vid denna tentamen enligt KursPM.

EXAMINATIONSALTERNATIV 2: Uppgift 1 och 2 fungerar som 6vningstentamen,
sa att 40% pa dessa uppgifter samt godkinda projektredovisningar ger betyg 3.

TENTAMENSRESULTAT anslas i MD-husets kéllare, samt i E-huset.

Tentamina granskas, och ev. fragor eller klagomal pa rittning lamnas, vid MD-husets mottagning, pa darfér speciellt avsett formulir, som

hinger pa viggen i det lilla rummet mittemot mottagningen. Lamna ifyllt formulér dér, sa tar férsta lirare som kommer hand om det.

Inlamnade svar skall motiveras nagorlunda (men ej 6verdrivet) fullstindigt.

‘ Uppgift 1. ‘ En svagt stationér Gaussisk process {X (t)}iwcr har kovariansfunktion

rx(7) = e~"l och vintevirdesfunktion mx=1.
[a] Beriikna sannolikheten P{X(1)+X(2)>1}. (1 poidng)

[b] Ange kovariansfunktionen 7y (¢,t+7) for processen Y (t)=X(2t), och visa att
Y (t) &r svagt stationér. (1 poéng)

Ange kovariansfunktionen r(¢,t+7) for processen Z(t) = X (t)+Y (t) = X(t)
+X (2t), och visa att Z(t) ej ir svagt stationir. (1.5 poéng)

El Enligt deluppgift kan summan av tva svagt stationdra processer X (t) och
Y (t) vara icke-stationdr. Ange villkor pa X (¢) och Y () (som ej lingre behéver vara
de ovan definierade processerna) som garanterar att summan av processerna ir svagt
stationéir da var och en av processerna ir svagt stationér. (Svar av typ “X(¢)+Y(t)
svagt stationdr” ger inga poéng.) (1.5 poéng)

‘ Uppgift 2. ‘ En svagt stationér process {X (¢)}ser har kovariansfunktion

rx(7) = Cov{X(t), X(t+7)} = o*sin(27fo7)/(7T)
dir fo>0 och 0?>0 #r konstanter. Vintevirdesfunktionen ar my =1.
[a] Visaatt o?sin(27fo7)/(77) verkligen dr en kovariansfunktion. (1 poéng)

[b] Bestim autokovariansfunktionen E{X (t)X (t+7)}. (1 poing)
Processen X &r insignal till tva filter med impulssvar hq resp. ho:

X(t) — filter 1 V) X(t) - filter 2 S V().

impulssvar h; (u) impulssvar hs(u)

Forklara varfor korskovariansfunktionen 7y, y, (1) = Cov{Yi(t), Ya(t+7)} ges av
Tyviv, (T) = ffooo ffooohl(u)hg(v) rx(T—v+u) dudv. (1.5 poing)

El Forklara varfor, med sjdlvklara beteckningar, korsspektraltdtheten ges av

Priy, (f) = Hi(f) Ho(f) Px (f)- (1.5 poéng)




‘ Uppgift 3. ‘ Lat {e(t)}tcz vara Gaussiskt diskret vitt brus med okénd varians

o?. Bestim konstanten D, sa att (0?)% = D,le(1)?+...4+e(n)?] &r en vvr. skattning

av o?. Beriikna Var{(c?)X} och gor ett konfidensintervall for o2. (5 poing)

‘ Uppgift 4. ‘ Man har observerat X (t1),...,X(t,), 0<t;<...<t,, for en process
{X (t)}t>0 med oberoende Skningar sddan att X(0)=0 och E{X(¢)?} <oo. Finn
den linjéra prediktor P = Y"1  a;X(t;) av X({,4+1) som minimerar Var{X (¢,;1)
—P} da t, 1 >t,. (5 poéng)

‘Uppgift 5. ‘ Till en MA(1)-process {S(t)}tcz med ¢; =2 och ¢* =1 adderas
oberoende diskret vitt brus {N(¢)};cz med varians 3. Den observerbara signalen
X =S5+N skall filtreras med impulssvar h sa att S(t) aterskapas optimalt i mening-
en att utsignalen Y (¢) = >_2 _ h(k)X(t—k) minimerar E{[Y(t)—S(¢)]*}. Finn
det optimala impulssvaret h. (5 poing)

Uppgift 6. | Diskutera fem distinkta och rimligt substantiella upplevelser fran ar-

betet med ett av projekten. [Ett projekt &r 0.5 poéng, dvs. ca. tvd arbetsdagar, och bor dérfor

latt inge fem sddana upplevelser. Om si ej var fallet, forklara istéllet varfoér pa fem sétt ... .]
Beskriv tex. upplevelser i form av olika problem som uppstod vid arbete med olika delmoment
i projektet, som problem vid datorimplementeringar och/eller arbete med teorimoment. Eller upp-
levelser i form av undringar over olika modelleringsval som figurerar i projektet. Eller upplevelser i
form av associationer projektet vickte till andra kursmoment under utbildningen. Eller upplevelser
i form av reflektioner over relationer till resterande kursstoff i StokProcE. Osv. (5 poéing)

Vid examinering av Uppgift 6 ges ej podng for att text mer eller mindre direkt kopieras frdn projektstencil till

tentamenssvar. Inlimnade upplevelser skall vara sa “djupa” att det framgar att projektet utférts pa ett serist vis.

Lycka till!




Losningar till tentamen i TMA 421 StokProcE den 23/4-03

‘Uppgift 1. ‘E Eftersom X (1)+X(2) &dr N-fordelad blir P{X(1)+X (2 ) 1} =

_ (LB XM)+X2)} y 1 _ 1-2 1 1 .
! (I)(\/Va“{X(l)+X(2)})_1 o Z[TX(0)+TX(1)])_ ®( 2[1+e—1})_ o )

[b] ry(t,t+7) = Cov{Y(t),Y(t+7)} = Cov{X(2t), X (2(t+7))} = rx(27). Efter-
som ry(t,t+7) och my(t)=1 ej beror av t dr Y (t) svagt stationér.

rz(t,t+7) = Cov{Z(t),Z(t+7)} = Cov{X(t)+Y(t), X(t+71)+Y(t+7)} =
Cov{X(t)+X(2t), X(t+7)+X2(t+7))} = rx(7)+rx(t+27)+rx(T—1t)+7x(27),
som beror av t sa att Z(t) e]j dr svagt stationdr.

[d] rxiyv(tt+7) = Cov{X(t)+Y (t), X(t+7)+Y (t+7)} = rx(7)+7xy (t, t+7)+
Ty,x (t,t+7)+7ry(7), som ej beror av ¢t omm. 7xy(t,t+7)+ry x(¢,t+7) ej beror av
t, vilket tex. &r fallet om processerna X (¢) och Y (t) &r okorrelerade.

1+e

‘Uppgift 2. | [a] Eftersom r(r) = o’sin(2x for)/(n7) = f_fo 2rite? df = [
2" ITP(f)df, dir P(f) =02 for |f|<fy &r icke-negativ, integrerbar och symmet-
risk [dvs. P(f) &r en spektraltithet], sa &r P’s Fouriertransform r(7) en kvf.

[b] E{X()X(t+7)} = Cov{X (1), X (t+7)} + B{X (1)} B{X (t+7)} = rx(7) + m%
= o?sin(27 for)/(w7T) + 1.

rviy, (T) = Cov{ % hi(u) X (t—u) du, [7_ hy(v) X (tr—v) dv} = [T [7 hi(u)
hg(v)Cov{X(t—u),X(t—i-T v)}dudv—f f h1 Yho(v)r x (T—v+u) dudv.

El Enligt deluppgift [c] 8r 7y, v,(7) = (h1(—) * ha x 7x)(7), sa att Py, y,(f) =
(B 'rviwe) () = [§ 1 (ha (=) xhoxrx)](f) = ( S (=) () B he) (f) B 'rx)(f) =
Hi(f) Ho(f)Px(f), eftersom (§ hi)(f) = Hi(f) = ( ha(—))(f) = Hi(f).

‘ Uppgift 3. ‘ Detta dr 6vning 9.2 i kompendiet. Se 16sning i kompendiet.

‘ Uppgift 4. ‘ Detta dr 6vning 9.20 i kompendiet: Mha. enkla algebraiska manipu-
lationer erhalles [kom ihag att X (0)=0]

X(tps1)—P
= X (ty1)—an X () — 1 X (bt)— a2 X (bno)— - —ar X (1)
= [X(tns1) =X ()] (an—1) X (tn) —an-1X (tn-1) = @2 X (tn-2) — ... —a1.X(t1)
= [X(tns1) =X ()] = (an—D[X (tn) = X (tn-1)] = (@n-14an—1) X (tn-1)
—Gn—lX( n— 1) —alX( 1)

= [X (1) =X (tn)] = (@n = D)[X (t0) = X (tn-1)] = (@n-1+an =X (1) = X (tn2)]
—(p oty 1+a,—1)X(t, 2)— ... —a1 X (1)

= [X(tng1) =X (tn)] = (an = DX () = X (tn1)] = (@n-1+ a0 = 1)[X (tn—1) = X (tn—2)]

— (@n_ztano1+an—1)[X (tnoz) = X (tas)] = - .. —(a1+. . +an—1)X (1)
= [X(tns1) =X ()] = (an—D[X () = X (tn-1)] = (@n-1Fan = 1)[X (tn-1) = X (tn—2)]
— (an_stan1+an—D)[X(tn_2) = X (tn_s)]— --. —(a1+. . .+an—1)[X(t)— X (0)].



Eftersom termerna i hogerledet iir oberoende foljer att Var{[X(¢,,1)— P’} ges av

Var{X (tn11)— X (tn)} + (an—1)*Var{X (t,) — X (tn-1)} + (an_1+an,—1)?
xVar{X (t, 1)—X(tn 2)}+ ... +(a1+...+a,—1)*Var{X (t;)— X (0)}.
Uppenbart ir detta uttryck alltid storre eller lika med Var{X (t,.1)—X(t,)}. A

andra sidan antar uttrycket detta virde da a,=1 och a,_;=...=a;=0. Detta val
av koefficienter ger alltsa den optimala prediktorn.

Uppgift 5. | Detta dr 6vning 8.22 i kompendiet. Se 16sning i kompendiet.




