Tentamen TMA 421 StokProcE den 18/8-03 kl. 14151915 i V.

HJALPMEDEL: Resultatsammanfattning, Beta, och Projektstenciler.

LARARE: Patrik Albin 031/7723512.

OVNINGSTENTAMEN ger bonus vid denna tentamen enligt KursPM.

EXAMINATIONSALTERNATIV 2: Uppgift 1 och 2 fungerar som 6vningstentamen,
sa att 40% pa dessa uppgifter samt godkinda projektredovisningar ger betyg 3.

TENTAMENSRESULTAT anslas i MD-husets killare, samt meddelas via email for
de som anger email-adress.

Tentamina granskas, och ev. fragor eller klagomal pa rittning limnas, vid MD-husets mottagning, pa darfér speciellt avsett formuldr, som

hinger pa viggen i det lilla rummet mittemot mottagningen. Lamna ifyllt formuldr dédr, sa tar férsta lirare som kommer hand om det.

Inlimnade svar skall motiveras nagorlunda fullsténdigt, men ej 6verdrivet sa.

Ange en svagt stationér process {X(t)}iez med vvf. myx =1 och kvf.

rx(0)=3, rx(£1)=2, rx(£2)=1 och rx(k)=0 f.é. (5 poéng)

Uppgift 2.| Berikna E{X(t)2X (t+7)?} for en stationir Gaussisk process {X(¢)
her med vvf. mx=0 och kvf. rx(7). (5 podng)

Ledning. Skriv X({+7) som summan av de stokastiska variablerna X (¢4 7)—

o gggX (t) och gg;X (). Visa och utnyttja att dessa variabler &r oberoende.

Uppgift 3.| Bestdm spektraltdtheten for en svagt stationdr process {X(k)}rez

sadan att X (k)+ >, ag X (k—C) = e(k)+>"7_, cee(k—C) for ke€Z, dér {e(£)}eez &r
diskret vitt brus och ay,...,ap,¢1,...,¢, € R (5 poéng)

Lat r(0)=a, r(1)=b, r(—1)=c och r(k)=0 f.6. For vilka véirden pa

a,b,c ar r(k), k€Z, kvf. for en svagt stationér process {X (¢)}iez? (5 poing)

Man har observerat X(t1),...,X(t,) for en process {X(t)};>o med

oberoende dkningar, X (0)=0 och E{X(¢)?} <oo. Finn den prediktor P ="  a;
X(t;) av X(t,41) som minimerar Var{X (t,,1)—P}, 0<t;1<...<tpy1. (5 poing)

‘Uppgift 6 - Projekt 1.‘ [a] Fordon anlénder till en bro med exp (1/2)-fordelade
tidsmellanrum, och befinner sig pa bron under en halv tidsenhet. Antalet fordon pa
bron vid tiden ¢€R &r hagelbrus X (¢) med A=1, samt g(¢t)=1 for ¢t€[0,3] och
g(t)=0 £.6. Skriv ett program (i nagot existerande eller pahittat programsprak) som

simulerar en realisering av {X (¢)}+co,10) och visar resultatet i figur. (2 poiéng)

@ Betrakta den stationéra Gaussiska processen
X(t)= [T h(t+s)dW(s) dir h(t)=1—¢ for [t|<1 och h(t)=0 fo.

Skriv ett program som mha. simulering skattar P{maxcp109 X (t)>3}. (3 poéng)

Ledning: Da en realisering av X (¢) simulerats kan max;e[o,10) X () berdknas med
ett kommando av typ Max[X[t],{t,0,10}].

Uppgift 6 - Projekt 2.‘ [a] En signal {D(k)}rez, som bestar av oberoende lika-
fordelade s.v. med mojliga varden {0,1,...,1023}, alla med samma sannolikhet
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P{D(k)=j} = 1557, #r insignal till en modulator med utsignal
Sit)=j om D(k)=j5 for je€{0,1,...,1023} och k<t<k+1.
Till {S(t) }+er adderas svagt stationért brus {W(t) }1eg med vvf. my =0. Den mot-
tagna signalen X (t) = S(¢)+W (t) &ar insignal till en demodulator med utsignal
k+1 k+1 k+1

= [X(t)dt= [ S(t)dt+ [W(t)dt=D(k)+N(k) for kelZ

Mha. Y (k) fattar beslutskretsen beslutet D(k) [rérande virdet av D(k)] enligt
1023 om 1022.5< Y (k)
DKy ={ j om j-b<Y(k
0 om Y (k)

1

<j+s, for je{l,...,1022} .
<1
=3

En ganska enkel berdkning visar att sannolikheten for fel beslut ges av

P{DK) DI} = 15 (PN >} + X PING)|> 1} + PINK) <-1}).
Beriikna P{D(k)#D(k)} da {W(¢)}1er dr Gaussisk med kvf. ry (1) = e 37
(2.5 poiéng)

@ Betrakta Uppgift 6 a igen, men antag nu ej att {W(t)}er dr Gaussisk. Brus-
termerna {N(k)}rez i den demodulerade signalen Y (k) = D(k)+N(k) blir da ej
normalférdelade, men antages fortfarande vara oberoende.

Man har genom séindningsprov erhallit observationer {n(k)};°°% av bruset {N (k)
10000 Skriv ett program (i nagot existerande eller pahittat programsprak) som

o skapar observationer {d(k)}}%°° av signalvirdena {D(k)};°%°,

10000 10000

o skapar observationer {y(k av den demodulerade signalen {Y(k)}.2°,

(k) }x
o skapar observationer {d(k) 100{)0 av besluten {D(k)}£0000,
(k)

o skapar observationer {g(k)}20° av felen G(k) = {1 da D(k)#D(k)

0 f.6. ’
o gor ett konﬁdensintevall for bitfelssannolikheten P, = P{D(k)# D(k)} mha.
observationen Py = T5a0 S 0% g(k) av bitfelsskattaren P, = 5600 L0090 G (k).

Anvénd t.ex. kommandot
d <- as.integer(runif (10000,1,1024))
for att skapa vektorn d = (d(1),...,d(10000)), och (t.ex.)
n <- source(ndatal0000.dat")
for att ldsa in brusobservationer till vektorn n = (n(1),...,n(10000)). (2.5 poing)

Ledning. Formeln (3) f6r konfidensintervall i projektstencilen giller dven vid 1024
virden, ty den utnyttjar CGS. och att G(m) &r en {0, 1}-vérd s.v. med P{G(m)=
1} =1-P{G(m)=0} = P, vilket fortsatt ar fallet. [Sitt girna A=2 eller 3 i (3).]

Lycka till! |




Losningar till tentamen i TMA 421 StokProcE den 18/8-03

Uppgift 1.| Detta &r 6vning 8.2 i kompendiet, férutom att den ej krdaver mx =0.

Tag 16sningen till denna 6vning i kompendiet, som har vantevirde 0, och addera 1.

Uppgift 2. | Detta &r 6vning 4.10 i kompendiet: se 16sning dér.

Uppgift 3. | Detta &r 6vning 7.9 i kompendiet: se 16sning dir.

Uppgift 4. | Vi berdknar inverstransformen

P(f) = (T r)(f) = Z e 2k (k) = a 4 (c+b) cos(2mf) + (c—b) i sin(27 f).

k=—00

For att P(f) skall vara symmetrisk krivs att b=c. Dadr P(f) = a+2b cos(2n f)
icke-negativ for |2b| <a. Dessa tva villkor tillsammans &dr svaret.

(Ovning 9.20 i kompendiet.) Enkla algebraiska manipulationer ger

X(tpy1)—P
= [X(tns1) =X (tn)] = (an = D[X (tn) = X (tn-1)] = (@n-14an = 1)[X (tn-1) = X (tn—2)]
— (ap—2tan_1+a,—D)[X(tn—o) =X (tn-3)]— ... —(a1+...4a,—1)[X(¢;)—X(0)]

[X(0)=0]. Da termerna i hogerledet dr oberoende ges Var{[X (t,+1)—PJ]*} av

Var{X (t,;1)— X (t»)} + (a,—1)*Var{ X (t,) = X (t,—1)} + (@n_1+a,—1)?
xVar{X (t,_1)—X(tn_2)} + ... + (a1 +...+a,—1)*Var{X (t;) - X (0)}.

Detta uttryck &r minst Var{X(¢,.1)—X(t,)}; ett virde som antages da a,=1 och
an—1=...=a1=0. Detta val av koeflicienter ar alltsa optimalt.

‘Uppgift 6 - Projekt 1.‘ [a] Del av Programmeringsuppgift 1: se 16sning i kom-

pendiet.

@ I Programmeringsuppgift 2 simuleras X (¢), se 16sning i kompendiet. Da n rea-
liseringar Xi(t),...,X,(t) av X(¢) simulerats kan P{maxcjo109) X (¢) > 3} skat-
tas med den andel av realiseringarna som uppfyller max;c,10) X;(%) > 3.

| Uppgift 6 - Projekt 2.] [a] P{D( ) #D(k)} = 5 P{NK) >3} = 55 (1-2

N kt1 k 1 s k 1 s=t _5(s—
(3/0n())), dir o%yy = Var{N(k)} = [, T el gsdt = 2 [N [0 €50
ds)dt =2 [[ZF 1(1—e=30-k)) gt = g[1—3(1—e—5)].

E Andra lite i programmet fran projekt 2.



