Tentamen i stokastiska processer den 17/12-03 k1. 84°-134°

HJALPMEDEL: Resultatsammanfattning, beta, och projektstenciler.

LARARE: Patrik Albin 772 3512.

Ovningstentamen ger bonus vid denna tentamen enligt KursPM.

Det meddelas via email-listan da tentamensresultatet foreligger, och var det an-
slas. Losningar till tentamen laggs ut pa kurshemsidan kort efter tentamens slut.

Tentamina granskas, och ev. fragor eller klagomal pa rittning lamnas, vid MD-husets mottagning, pa darfér speciellt avsett formulir, som

finns i hingande pa viggen i det lilla rummet mittemot mottagningen. Lamna ifyllt formuldr dér, sa tar forsta lirare som kommer hand om det.

Inldmnade svar skall motiveras nagorlunda (men ej dverdrivet) fullstindigt.

Observera: I tentamenstesen, och i kursen, ar diskret vitt brus en svagt stationar
process {e(t)}1ez med kovariansfunktion r.(7) = Cov{e(t),e(t+7)} = o?6(7) (Kro-
neckers 4), for nadgon konstant o2 >0, och vintevirde m, = E{e(t)} = 0. [Har ges
Kroneckers d-funktion 6:Z—R av 6(t)=1 for t=0 och 6(¢t)=0 for ¢#0.]

[2] En Gaussisk process {X (t)}cz har viintevirdesfunktion mx(t) =
E{X(t)} =t och kovariansfunktion rx(s,t) = Cov{X(s),X(t)} = d(t—s) (Kro-
neckers ¢). Beridkna sannolikheten P{X(2)> X (1)+2}. (1 poéng)

[b] Avgdr om processen Y (t) = X (t)—t, t€Z, ar stationir, dir X () ir processen
i uppgift 1 a. (1 poing)

Avgdr om processerna X(t) och Y (t) = X(—t) &r stationdrt korrelerade, dir
X (t) ar processen i uppgift 1 a. (2 poang)

[d] Lat {e(t)}sez vara diskret vitt brus. Bestim utan rikningar sannolikheten
P{e(2)>e(1)} da brusprocessen {e(t)}icz ar Gaussisk, samt sannolikheten P{e(2)
>e(1)+2} da varje e(t) ar likformigt fordelad éver [—1,1]. (1 poéng)

Diskret vitt brus {e(t)}swcz #r insignal till ett filter med impulssvar
hi(k) och utsignal {Y (¢) }scz. Processen Y (t) &r insignal till ett filter med impulssvar
ha(€) och utsignal {Z(t) }ez-

Y(t) =0 h(k)e(t—k) och  Z(t) =0 __h(0)Y(t—) for teZ

e(t) — |impulssvar hy(k)| — Y (t) — |impulssvar hy(¢)| — Z(t)

[a] Visa att korskovariansfunktionen ry z(7) = Cov{Y(t), Z(t+7)} ges av
ryz(T) = 0*Y pe 300 he(TH+k—E)hi (k)R (). (1.5 poing)

[b] Visa att, med sjilvklara beteckningar, korsspektraltéitheten Py z(f) = (§ 'rv.z

o0

() =>2 e T ry (1) for processerna Y (t) och Z(t) i uppgift 2 a ges av

T=—00

Py.z(f) = Ha(f) |Hi(f)]? 0 for |f| <%. (1.5 poang)

Uttryck variansen Var{Z(t)} mha. 0 samt summor involverande impulssva-
ren hy och hs. (2 poing)



Vid mobiltelefoni avkodas en mottagen signal {X (k)}kez som de fil-
terkoefficienter {ay}32, som gor att é(t) = >, axX(t—k), t €Z, blir tidsdiskret
vitt brus. (Koefficienterna {ax}§2, ar alltsa den 6verforda informationen!)

[a] Visa att om {X(k)}rez dr en MA(1)-process X (t) = S, _,cre(t—k) = e(t)+
cie(t—1), dar |c;| <1, sa fungerar a;=(—c1)*, k>0, som avkodningskoefficienter.

(1.5 poéng)

(] Lat {X(k)}rez vara en AR(1)-process, sa att >, axX (t—k) ar tidsdiskret
vitt brus, dvs. endast filterkoefficienterna ag=1 och a; behdvs.

Visa att om X (k) stors av additivt oberoende tidsdiskret vitt brus {e(k)}xecz, sa
blir utsignalen fran filtret Y (£) = 3,_, ax[X (t—k)+e(t—k)] summan ay en MA(1)-
process och ett oberoende tidsdiskret vitt brus. Berakna aven kovariansfunktionen
for Y (k). (2 poing)

Motivera att utsignalen Y (¢) i uppgift 3 b [som dér visas vara summan av en
MA (1)-process och ett oberoende diskret vitt brus|, faktiskt sjdlv ocksa &r en MA(1)-
process. Utnyttja dirvid garna nedan bifogade Mathematica-kod. (1.5 poang)
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Uppgift 4 |[a] En stokastisk process dr som bekant en funktion X (w,t), av utfal-
let av ett slumpforsok w och av tiden ¢, sa att processvirden ar bade stokastiska och
tidsberoende. Speciellt ar en vanlig deterministisk funktion f:Z —R en tidsdiskret
("icke-stokastisk”) stokastisk process X (w,t)=f(t), t€Z, utan w-beroende.

Utred vilka vanliga funktioner f:Z—R som &r diskret vitt brus. (1 podng)

[b] Lat {&}rez och {m}rez vara oberoende sviter av oberoende stokastiska vari-
abler, sadana att varje & &r N(0, 1)-fordelad och varje 7 exp(1)-fordelad.

Avgoér om den stokastiska processen {é(t) ez given av é(2k)=¢&; och é(2k+1)=
ne—3 for k€Z ar svagt stationér. (1 poiéng)

Avgor om processen {é(t)}1cz 1 uppgift 4 b ar stationér. (1 poang)



[d] Lat {X(t)}:er vara bandbegriinsat vitt brus med kovariansfunktion rx(7) =
o%sinc(2n7) = o?sin(277)/(277) for 7#0 och rx(0)=0? [= lim, ,o7x(7)]. For-
klara hur man mha. processen X (¢) kan skapa tidsdiskret vitt brus. (2 po&ng)

[a] Lat & och {Ng}g2, vara oberoende stokastiska variabler, med &
likformigt fordelad 6ver intervallet [—1,1], och varje Nj N(0,1)-fordelat. Visa att
processen e(t) = sign(NV;) €, t€Z, ar diskret vitt brus. (1.5 poing)

[b] Ar olika processviirden for bruset e(t) i uppgift 5 a oberoende? (1 poing)

Bruset {e(t)}1ez 1 uppgift 5 a dr insignal till ett filter med impulssvar h(0) =
h(1)=1 och h(k)=0 for &vrigt. Bestdm kovariansfunktionen ry(s,t) och véntevér-
desfunktionen my (t) for utsignalen Y (¢) = (hxe)(t) fran filtret. (1 poing)

E Beskriv fordelningen for utsignalen Y'(¢) fran filtret i uppgift 5 ¢ i en tidpunkt
t€Z. Det gar naturligtvis att berdkna fordelningsfuktionen Fy ) (z) = P{Y (t) <z},
men kan vara enklare att resonera mera kvalitativt. (1.5 poing)

Uppgift 6 (projekt 1) |[a] Visa mha. nagon slags programkod, hur man mha.
simulering kan skatta vintevirdet av den stokastiska variablen max;co10 X (t), for
hagelbrusprocessen X (t) i programeringsuppgift 1. (2.5 poéng)

E Ange tva olika metoder att avgéra numeriskt, mha. dator, hur manga ganger
en svagt stationdr process {X (t)}icr ar deriverbar. Forklara vad som krivs for att
man skall kunna implementera metoderna, t.ex. i fraga om simulering av processen
eller kinnedom om kovariansstruktur, etc. (2.5 poang)

‘ Uppgift 6 (projekt 2) ‘ [a] I manga tillimpningar modelleras vitt brus i kontin-
uerlig tid som en svagt stationir stokastisk proces { X (¢)};cx med kovariansfunktion
rx(t) =rod(t) (Diracs d-distribution), dar ro > 0 &r en konstant. [Héar ges Diracs
d-distribution av [ f(t)6(t) dt = f(0) for kontinuerliga funktioner f:R—R.]

Diskutera fyra aspekter av detta val av vitt brus {X (¢)},cg. Diskutera t.ex. exi-
stensproblem, relationen till bandbegransat vitt brus, spektralaspekter, och hur det-
ta brus kan realiseras (dvs. skapas) approximativt. (2 poang)

[b] Lat det vita bruset X (t) i uppgift 6 a vara insignal till ett filter med impulssvar
h(t). Uttryck variansen Var{Y ()}, kovariansfunktionen ry(7), samt korskovarian-
sen rxy(7) = Cov{X(t),Y(t+7)} mha. impulssvaret och integraler. (3 po&ng)

‘Lycka till!‘




Losningar till tentamen i stokastiska processer den 17/12

[a] P{X(2) > X(1)+2} = P{X(2)—X(1) > 2} = P{N(g,0?) >
2} = 1-®(£4) dir p = E{X(2)—-X(1)} = mx(2)—mx(1) =1 och o* =
Var{X(2)—X (1)} = Var{X(2)} —2Cov{X (1), X(2)} + Var{X (1)} = rx(2,2) -
2rx(1,2)+rx(1,1) = 2.

[b] Eftersom ry(s,t) = rx(s,t) = 6(t—s) endast beror av skillnaden ¢—s och
my (t) = E{X(t)—t} = mx(t)—t =0 ej beror av ¢, sa dr Y (¢) svagt stationdr. Da
Y (t) ar Gaussisk foljer att Y'(¢) &r stationir.

rxy(s,t) = Cov{X(s),Y(t)} = Cov{X(s), X (—t)} =7rx(s,—t) =0((—t)—s) =
d(—(t+s)) &ar ej en funktion av endast skillnaden t—s, sa X(¢) och Y () &r ej
stationart korrelerade.

[d] I forsta fallet &r P{e(2)>e(1)} = P{e(2)—e(1)>0} = 1 eftersom e(2)—e(1)
ar kontinuerligt (Gaussiskt) fordelad, och i andra fallet &r P{e(2) >e(1)+2} =0
eftersom e(2) och e(1) bada tar virden i intervallet [—1,1].

m [a] Enligt filterteori &r ry,z(7) = > o ho(€)ry(7—£) och ry(7) =

o ——00 D aye—oo M (k)1 (ko) Te(T+h1—k2), 58 Tviz(T) = 3200 0D koo D koo
ho(€)hy (k) hy(ko)re(T—L+ki—ky) = 0® 30 3 oo ha(T 4k —ka)hy (ki) ha (ko).
[b] Enligt filterteori &r Pyz( ) = Ho(f)Py(f) och Py(f) = [Hi(f)|*P(f) =
[Hi(f)IP0?, s& att Py,z(f) = Ha(f)|Hi(f) 0.

Enligt filterteori & Pz(f) = [Hz(f)I*Py(f) = [H2(f)*[Hi(f)*Pe(f) = |
?|H.(f) 202, sa att 72(T) = (hy * ho(—-) % hy % hy(—-))(7) 0? och Var{Z(t
77(0) = (ha* ho(—=-) % by x ha(=))(0) 0® = > 0 >0 D oo P (k1) a (K
gl)hg(él—kz-f‘kl) 02

(5] Siaa(-H) = Sl elt-b)+aclt—k-1)] = S
—c1)*e(t—k) - > heo(—c DM le(t—k—1) = > ho(—¢ 1)*e(t—k) — ZZI(—cl)ee(t—E) =
(—c1)’e(t) = e(t).

[b] Eftersom Y,_,ax X (t—k) = é(t) ar tidsdiskret vitt brus, sa dr Y (t) = 3,_,
a[ X (t—k)+e(t—k)] = 3o ar X (t—k) + 3 _, are(t—k) = é(t)+ X (t) dir X(t) =
S_oare(t—k) =3, cre(t—k) #r en MA(1)-process med cy=ap=1 och ¢;=a;.
Vidare dr ry(r) = Cov{Y (¢),Y(t+7)} = Cov{é(t)+X(t),e(t+7)+X(t+7)} =
Cov{é(t), é(t+7)} + Cov{e(t), X (t+7)} + Cov{X (), (t-l—T)}-l—Cov{X( ), X(t+7)}
=030(T) + 0+ 0+7r4(r) dir r5(0) = 02(1+c2), r4(£1) = 0%¢c; och r4(7)=0 for
ovrigt — hiir 4&r o variansen for bruset e(t) och o2 variansen for bruset é(t).

Man kan anpassa en MA(1)-process Z(t) = 34 _o(Coy)16ny(t—k) diir det vita
bruset {eny(t)}icz har varians o7, genom att losa ekvationerna rz(0) = o7, (1+
(cay)]) = 7v(0) = 0F(1+c})+05 och rz(£1) = 02 (coy)1 = ry(£1) = 07c1 — detta
ar vad den bifogade Mathematica-koden gor.

[a] Eftersom Var{f(t)} =0 da f(t) ej beror av slumpen w, sa kan

f(t) ej vara vitt brus, ty det senare har varians o> 0.

H2(

)
)} =
2)ha(

[b] Eftersom E{¢}=0 medan E{n;}=1 sa ir processen ej svagt stationir.



Eftersom véntevirdet av é(t) beror av ¢, sa kan olika é(t) ej vara likaférdelade,
och {é(t) }1ez dérfor ej svagt stationér.

ar den inte heller sa har speciellt olika processvarden samma fordelning. Da det
senare €] ar fallet maste é(t) vara icke-stationér.

[d] Processen e(t)=X(t) for t€Z ar diskret vitt brus, eftersom me(t) = mx(t) =
0 och 7.(7) = rx(r) = 02)(1) (Kroneckers 6) for 7 € Z. Hir utnyttjades att
rx(1)=0 for 7€Z\{0} eftersom sin(277)=0 for 7€Z.

(2] Vihar m,(t) = E{e(t)} = E{sign(N)¢} = E{sign(N))} E{¢} =
0-0 = 0, sa att Var{e(t)} = E{e(t)?} = E{&?*} = 0? och Cov{e(s),e(t)} =
E{e(s)e(t)} = E{sign(N;)sign(N;)¢€*} = E{sign(N;)} E{sign(V,)} E{¢*} = 0-0-0” =
0 for s#t.

[b] Nej — om t.ex. "amplituden” |[sign(N;)¢| = [£] for ett brusviirde e(t) &r stor,
dvs. ndra 1, s kommer alla andra brusvirden ocksa att ha stor amplitud (som
dessutom &r precis lika stor). Alltsa ar olika brusvérden ej oberoende.

Utsignalen Y(¢) dr en MA(1)-process med ¢; = 1, sa att my(tf) = 0 samt
ry(0) = 02(14+¢?) och ry(+1) = o%c; medan ry(7)=0 for ovrigt.

[d] Y(t) = e(t)+e(t—1) = [sign(N;)+sign(N;_1)]¢ som ir likformigt fordelad dver

intervallet [—2,2] med sannolikhet % och noll med sannolikhet 2.

1
2 2

Uppgift 6 (projekt 1) ‘ [a] Gor som i programeringsuppgift 1 ¢, férutom att
kontrollen av om maxsefo,100 X (¢) > 3 i varje “varv” av simuleringen byts ut mot en
registrering av. maxycpo10) X (t). Sedan skattas E{max;c[o10) X (¢)} med medelvirdet

for de registrerade vardena.

E Plotta successiva differenskvoter for processen X () och avgdr genom inspek-
tion av plottarna hur manga derivator som existerar (=forsta gangen det ballar
ur—1). Eller sa plotta successiva differenskvoter for kovariansfunktionen rx(7) och
avgor genom inspektion av plottarna hur manga derivator som existerar (=forsta
gangen det ballar ur—1) — sedan &r processen hélften sa manga ganger deriverbar,
avrundat nedat till nirmsta heltal. Dessa metoder kraver att man kan simulera
numeriska varden for processen, resp. berakna numeriska varden for kovariansfunk-
tionen, atminstone approximativt.

Uppgift 6 (projekt 2) ‘ [a] Ett sadant vitt brus existerar inte, ty kovarians-
funktionen ar inte ens en funktion. Om man later bandbredden fér bandbegransat
vitt brus ga mot odndligheten, sa fas i gransen en spektraltiathet som ar lika med en

och samma positiva konstant, sig ro >0, for alla frekvenser. Denna spektraltathet ar
ocksa spektraltdtheten for X (¢). Man kan alltsa realisera X (¢) approximativt som
bandbegransat vitt brus med mycket stor bandbredd.

[ b] Enligt filterteori r ryv (1) = [0 [*° h(u)h(v)rx(T+u—v) dvdu = f h(u) (22,
h(v) rod (T+u—v) dv du—foo h(u h(T+u) rodu och Var{Y() =ry(0 f h(u
)?ro du, medan rxy (T f h(u)rx(T—u du—f h(u) rod (T —u) du—roh( ).



