Tentamen i stokastiska processer for I den 19/12-03 kl. 84°-134°

HJALPMEDEL: Resultatsammanfattning, beta, och projektstenciler.

LARARE: Patrik Albin.

Ovningstentamen ger bonus vid denna tentamen enligt KursPM.

Det meddelas via email-listan da tentamensresultatet foreligger, och var det an-
slas. Losningar till tentamen laggs ut pa kurshemsidan under fredag em.

Tentamina granskas, och ev. fragor eller klagomal pa rittning lamnas, vid MD-husets mottagning, pa darfér speciellt avsett formulir, som

finns i hingande pa viggen i det lilla rummet mittemot mottagningen. Lamna ifyllt formuldr dér, sa tar forsta lirare som kommer hand om det.

Inldmnade svar skall motiveras nagorlunda (men ej dverdrivet) fullstindigt.

[a] I Black-Scholes modell for sig ett optionspris {S(t)}i>0, dr S(t) =
exp{W (t)—3t} dar {W(t)}i>o &r en standard Wienerprocess. Beriikna sannolikheten
P{S(t)>1}. (1 podng)

[b] Férklara hur man utgéende fran faktumet att W (t)— 3¢ dr N(—3t,t)-fordelad,
mha. grundliggande formler fran kapitel 0 i min bok visa att E{S(¢)} =1 (dvs. kon-
stant) for ¢ >0, for Black-Scholes modellen i uppgift 1 a. Detta dr en grundldggande
rattviseprincip for modellen ("no free lunches”). (1 poéng)

Berékna Var{X (1)+X(2)} for en Poissonprocess med intensitet A\. (1 poing)
[d] Definiera processen {X (t)};>0 genom X (t) = W (t+1)-W () dir {W(t)}s>o ar
Wienerprocessen. Visa att X (¢) &r stationdr genom kontrollera att Cov{X (), X (t+

7)} endast beror av 7 for 7>0 (man behover inte kontrollera 7 <0 ocksa). Det
kan vara lampligt att dela upp berdkningen pa fallen 7>1 och 7<1. (2 poang)

En tidsdiskret svagt stationdr process {X(t)}icz &r insignal till ett
filter med impulssvar hi(k) och utsignal {Yi(t)}+cz. Processen Yi(t) &r insignal
till ett filter med impulssvar hse(¢) och utsignal {Y5(t)}iez. Processen {Z(t)}iez
definieras genom Z(t) = Y1 (t)+Ya(%).

Yi(t) = 2l M(B) X (1=F),  Ya(t) = 2002 o ha(OYi(E=0),  Z(t) = Yi(t)+Y3(?).

X(t) — |impulssvar hy(k)| — Yi(t) — |impulssvar hy(f)| — Ya(?)

[a] Visa att korskovariansfunktionen ry, z(7) = Cov{Yi(t), Z(t+7)} ges av

Tv1,2(T) = D250 0 D ohemoo M ()i (K)rx (T+] — k)
T e o Db oo 2o oo P2(O)h1 () Pa (k)T x (T+j—k—£). (2.5 podng)

[b] Foklara formeln (med sjélvklara beteckningar)

ra,2(0) = 107, [Hi ()P [1+ Ha(£)IPx (f) df- (2.5 poéing)

Uppgift 3| I en mycket enkel modell for prediktion av aktiepriser, som antages

svagt stationiira, onskar man anpassa en AR(2)-processmodell e(t) = 3 a_ ap X (t—
k), teZ, till ett observerat datamaterial {X (k)};_;. Hér dr {e(t)}icz diskret vitt
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brus med varians o?. Paramatrarna ay, och o? ir ej kinda utan skall anpassas till

data, medan ag=a;=1 ar kénda.

[a] Forklara hur den anpassade processmodellen kan anvindas for att, givet ak-
tiepriserna X (¢) idag och X (¢t—1) igar prediktera aktiepriset X (¢41) imorgon. Hur
stort blir felet i en sadan prediktion, forutsatt att modellen stimmer? (1.5 poing)

[b] Beskriv hur AR(2)-modellen kan anpassas till datamaterialet. (2 poing)

AR(2)-processen har vintevirde noll, vilket ej &r realistiskt for det aktuella
datamaterialet. Foresla en enkel generalisering till en processmodell {X (¢)}:cz som
tillater m 3 #0. Ange hur den nya modellen kan anpassas till data. (1.5 poing)

I samtida finansmatematik utnyttjats ofta en Ornstein-Uhlenbeck pro-
cess {X (%) }ier till att modellera volatilitet for t.ex. aktiepriser (eller log-aktiepriser).

Alexander ar intresserad av den uppfattning en aktér pa marknaden har om vola-
tiliteten X (¢). Eftersom processen X (t) ar hemlig for utomstaende dr den ej obser-
verbar for Alexander. Men genom studera aktorens handel kan Alexander bestimma
X (t)+S(t) dar {X(¢)}1er dr en oberoende svagt stationdr brusstérning med vénte-
virde noll, modellerande osikerheten i Alexanders bestdmning av X (¢). En rimlig
ansats, som ar mer eller mindre verifierbar, ar att S(¢) &r bandbegrénsat vitt brus.

[a] Alexanders approximation X (¢)+S(t) av X (t) kan forbéttras genom att filtrera
X (t)+S(t). Ange frekvensfunktionen H(f) for det filter som minimerar E{[Y (¢)—
X (t)]?}, dir Y (¢) &r utsignalen fran filtret. (3 poéng)

[b] Ange ett uttryck for E{[Y (t)-X (¢)]*}, giltigt for vilket som helst val av frekvens-
funktion H(f) i uppgift 4 a (dvs. inte bara det optimala valet). (2 poéng)

[a] En stokastisk process dr som bekant en funktion X (w,t), av ut-
fallet av ett slumpforsok w och av tiden ¢, sa att processvirden dr bade stokastiska
och tidsberoende. Speciellt dr en vanlig deterministisk funktion f:R—R en ("icke-
stokastisk”) stokastisk process X (w,t)=f(t), t€R, utan w-beroende, i kontinuerlig
tid. Utred vilka vanliga funktioner f:R—R som ar stationéira. (1 poéng)

El Utred vilka vanliga funktioner f:R—R som ar svagt stationara. (1 poang)
Kan en Lévy process vara svagt stationir? (1 poidng)

[d] Visa att en Gaussisk process {X(t)};>0 med vintevirdesfunktion mx(t) =0
och kovariansfunktion rx(s,t) = |s|*+|t|*+Ht—s|* &r sjdlvsimildr. (2 poing)

‘ Uppgift 6 (projekt 1) ‘ [a] Foklara hur man mha. sméirre modifieringar av ha-
gelbrusets definition kan skapa en Poissonprocess. (2 poang)

E Visa mha. nagon slags programkod, hur man mha. simulering kan skatta sanno-
likheten att P{max,c[o,10) X () >3} for den Gaussiska processen X (t) i programer-
ingsuppgift 2. (3 poing)

‘ Uppgift 6 (projekt 2) ‘ [a] Redogor i detalj for berdkning av bitfelssannolikhe-
ten P,. Inkludera en detaljerad berikning av variansen for det filtrerade bruset N(m)
utgaende fran det ofiltrerade brusets givna kovariansfunktion ry (7). (2.5 poing)

E Forklara hur man mha. en ”inspelning” av 10000 verkliga brusobservationer



lagrade i en datafil, vektor eller liknande, kan skatta bitfelssannolikheten for ett verk-
ligt digitalt kommuniklationssystem. Sig ocksa nagot om de grundliggande modell-
antagande som behdvs for att skattningen skall fungera (obereonde, stationaritet,
likafordelade, etc.). (2.5 poing)

| Lycka till! |




Losningar till tentamen i stokastiska processer for I den 19/12

m E Eftersom W(t) ar N(0,¢)-fordelad, sa ar P{S(t) >1} = P{log]
SH)]>0} =P{W(t)>5t} =1- ‘1’(%) =1-2(3V).

[b] B{s(1)} = Blexpl (1) Ly = [ e fuy (o) da = [ en 2L e
dx—e_t/Zf e @) gy = [ fup(z)de = 1.

2m
Berdkna Var{X(1)+X(2)} =rx(1,1)+2rx(1,2)+7rx(2,2) = Vx(1) [min{1, 2}
+2 min{1,2}+min{2,2}] = A[1+2-1+2] =5\

[d] For 7<1 &r Cov{X(t), X (t+7)} = Cov{W (t4+1)=W (), W (t+-1+41)=W (t+1)}
=rw(t+1,t+1+7) — rw(t+1,¢t+7) — rw (t, t+14+7) + rw (¢, t+7) = min{t+1, t+1+
7} —min{t+1, t+7} — min{¢, t+1+7} + min{¢, t+7} = (t+1) — (t+7) —t+¢t = 1—7,
medan kovariansen ar noll for 7>1 eftersom okningarna &r oberoende. Alltsa beror
kovariansen ej av t, sa att X (t) &r svagt stationér eftersom uppenbart myx(¢)=0.

[a] Vi har 7y, z(7) = Cov{Yi(t),Yi(t+7)+Ya(t+7)} = 7y, (1) +
Tvi,v,(7), dér enligt filterteori 7y, (7) =322 >7° hi(§)hi(k)rx(7+j—k) och
vy, (T) = szoo ho(O)ry, (T—£) = szoo Z;ifoo Z;Zo:foo ho (€)1 () hi(k)rx (T+)—
k—1).

[b] Eftersom ry, z(7) = rv; (1) 47y, (1) r Py, z(f) :Pm(f)+7’Y1,Y2(T), dar en-
ligt filterteori Py, (f) = [H1(f)[*Px(f) och Py, y,(f) = (f)PYl (f) = Hy(f)[Hi(
F)I*Px(f). Det foljer att ry, z(0) = f_152 2Py, 2(f)df |,_o= f 1/2 e | Hy (f)[?

1+ Ho(NPx (F) df |,—g= [, [HU()P[1+Ha()]Px(f) df
[a] Eftersom sambandet e(t) = Y ;_,ap X (t—k) medfér att X (t+

1) =e(t+1) — X(t) — a2 X (t—1), sa predikteras X (t+1) med —X(t)—aX(t—1)
(ty bruset ”rar man ej 6ver”).

[b] Utnyttja datamaterialet till att beriikna skattningar 7% (0), r% (£1) och 7% (£2)
av 7x(0), rx(£1) och rx(42). Sétt sedan in de erhallna skattningarna i de tva for-
sta Yule-Walker ekvationerna

rx(1)+a1mx(0)+agrx(£1) =0 och rx(0)+arrx(1)+arx(2) = o,
och 16s det erhallna ekvationssystemet
rx(1)+a17%(0) +aori(£1) =0 och rx (*0)+ a1y (1) +asry(2) = o2,

efter de obekanta parametrarna as och o2.

Sitt X(t) = X(t)+pu for en konstant y € R si att myg = u, och skatta
("anpassa”) sedan p som medelvirdet av observationerna i datamaterialet.

[a] Enligt teori for Wienerfilter har, med sjilvklara beteckningar, det
basta filtret frekvensfunktion H(f) = Px(f)/[Px(f)+Ps(f)]. Hér sétter man sedan
in de Px(f) och Pg(f) som géller for OU-processen resp. bandbegrénsat vitt brus.

El Med en sjilvklar anpasning av beteckningarna sa ges ett sadant uttryck pa sid
118 i Patrik Albins kursbok.



Uppgift 5 |[a] Om X (¢)=f(t) &r stationér sa dr den svagt stationir, vilket enligt
16sning till uppgift 5 b fordrar att f(¢) &r konstant. I det fallet &r a andra sidan
X (t)= f(t) uppenbart stationdr. Alltsa dr X (¢) = f(¢) ar stationdr omm. f(t) &r
konstant.

[b] Eftersom rx(t,t+7)=0 ej beror av ¢t X (t)=f(t), sa i&r X (t)=f(t) svagt sta-
tiondra omm. mx(t) = E{X ()} = f(¢) ej beror av ¢, dvs. omm. f(¢) &r konstant.
En Lévyprocess {X(t)}i>0 har vvf. mx(t) = mx (1)t och kvf. rx(t,t+7) =

Vx (1) min{¢,t+ 7}, som &r oberoende av ¢ omm. mx(1l) = Vx(1) = 0. Alltsa
ar Lévyprocessen svagt stationdr da och endast da, vilket betyder att den ar svagt

stationdr omm. X (¢)=0.

[d] Eftersom X (¢) ir Gaussisk réker det visa att my(t) = mz(t) och ry(s,t)
rz(s,t) for processerna Y (t) = A*X(t) och Z(t) = X(At), for varje val av A >0,
for nagot sjalvsimilaritetsindex x>0. Héar ar det uppenbart att my (t) = 0 = mz(t
medan 7y (s,t) = Cov{\*X(s), \*X ()} = A?%[|s|*+[t|*+|t—s]|*] och 7z(s,t)
A¥[|s|* 4 |t|*+|t—s|%]. Mao. giller sjalvsimilaritet med k=c«/2.
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‘Uppgift 6 (projekt 1) ‘ [a] En Poissonprocess {X(t)}:>o med intensitet A

erhalles som X (t) = Zzilg(t—zg?:l&j), dir &,&,... &r oberoende exp(\)-
fordelade och g¢(t) &r enhetssteget g(t)=1 for ¢>0 och ¢(¢)=0 for ¢<0.

[b] For ett 0.02 brett konfidensintervall for den sokta sannolikheten, kan man
simulera n & 10000 upprepningar som i programeringsuppgift 1.c, men dar hagel-
bruset byts ut mot en Gaussisk process generad enligt programeringsuppgift 2.c, och
sedan (; sdttes till 1 om maxXe0,10) X (f) >3 och 0 annars, som i programering-
suppgift 1.c.

‘ Uppgift 6 (projekt 2) | [a] Detta ar en del av projektet ”rétt upp och ner”,
och skall darfor ha utforts dar.

El Addera bruset till signalen — som i projketet, avkoda — som i projketet, och
skatta bitfelssannolikheten — som i projketet. De grundliaggande modellantagandena
ar att det inspelade bruset ar observationer av en sekvens oberoende och likafordelade
stokastiska variabler [som var N(0, Ny/2)-fordelade i projektet], samt ev. dven att
bruset ar oberoende av signalen.



