Tentamen i stokastiska processer den 14/4-04 kl. 845-1345

HJALPMEDEL: Resultatsammanfattning, beta, och projektstenciler.

LARARE: Patrik Albin 7723512.

Ovningstentamen ger bonus vid denna tentamen enligt KursPM.

Tentamensresultatet anslas i MV-husets kallare, samt meddelas via email till dem
som tydligt skriver sin email-adress pa tentamensomslaget. Losningar till tentamen
ldggs ut pa kurshemsidan sa snart som majligt efter tentamens slut.

Tentamina granskas, och ev. fragor eller klagomal pa rittning lamnas, vid MD-husets mottagning, pa darfdr speciellt avsett formulir, som

finns i hingande pa viggen i det lilla rummet mittemot mottagningen. Liamna ifyllt formulir dér, sa tar forsta lirare som kommer hand om det.

Inlamnade svar skall motiveras nagorlunda men ej 6verdrivet fullstindigt.

[a] For vintevirdesfunktionen mx(t) for en Poissonprocess X (t)
giller att my(1)=2. Berikna sannolikheten P{X(2)—X(1)=1}. (1 poang)

[ b | For kovariansfunktionen 7y (s,t) for en Wienerprocess W (t) giller att ry (1, 2)
= Cov{W(1),W(2)} = 1. Bestam sannolikheten P{W (2)—W(1)>1}. (1 poing)

Ange utan rikningar virden pa sannolikheten P{X (2)-X(1)=—1} for en Pois-
sonprocess {X (¢)}+>0, samt sannolikheterna P{W (2)—W (1)=1} och P{W(2)—
W(1)>0} for en Wienerprocess {W (t)}i>o. (1 poang)

[d] Forklara varfor korskovariansfunktionen rxy(s,t) = Cov{X(s),Y(t)} mellan
tva stokastiska processer X (t) och Y (¢) ej nédvandigtvis dr symmetrisk, dvs. €]
nédvandigtvis uppfyller rxy(s,t) = rx,y (i, s). (1 poang)

[ e ] Avgor huruvida korskorrelationsfunktionen
__ Cov{X(5),Y(1)}
v/ Var{X (s)} Var{Y(t)}

pX,Y(87 t)

mellan tva stationért korrelerade svagt stationdra stokastiska processer X (t) och
Y (t) &r symmetrisk, dvs. om det alltid géller att px y(s,t) = pxy(t,s). (1 podng)

Uppgift 2| En svagt stationér stokastisk process X (¢) med véntevirde mx och
kovariansfunktion rx(¢) &r insignal till ett filter med impulssvar h(t) och utsignal
Y (t). Processen Y(t) isin tur ar insignal till tva filter, med impulssvar h(t) re-
spektive hs(t), och med utsignaler Z;(t) respektive Zs(t).

Zi(t) = (mxY)(®) = (xhxX)()  och  Zo(t) = (haxY)(t) = (haxh xX)(t)

N filter S 20
filter impulssvar hy
X)) = | . — Y (t)
impulssvar h ltor

impulssvar ho

[a] Uttryck véntevirdet my,, kovariansfunktionen ryz (t) och korskovariansfunk-
tionen 7z z,(t) med hjilp av de givna storheterna mx, rx, h, hy och hy, isavil
kontinuerlig som diskret tid. (2.5 poang)



E Bevisa att, med uppenbara beteckningar, korsspektraltatheten Py, z, ges av

P12, (f) = |H(f)PH1(f)Ha(f)Px(f)- (2.5 poang)
Lat r(0)=a, r(1)=b, r(—1)=c och r(k)=0 for ovrigt. For vilka val
av talen a,b,ceR ar funktionen r:Z—R en kovariansfunktion? (5 poang)

Uppgift 4 | Visa att en sjélvsimilér process {X(¢)}:>o med stationéra kningar ar

kontinuerlig om och endast om E{X(1)%} <oc. (5 poidng)

Uppgift 5| Lat {W(t)}i>o vara en Wiener process. Visa att processen {X(t)}i>o

given av X (t) =tW(t™") for t>0 och X(0)=0 &ar en Wienerprocess. (5 poing)

‘ Uppgift 6 (projekt 1) ‘ [a] Lat {X(t)}+>0 vara en Poissonprocess med intensi-
tet 1. Visa med nagon slags programkod hur man med simulering kan skatta sanno-
likheten P{X(¢)>t for nagot t€[0,10]}. (2.5 poang)

[b] Lat &,...,&, vara oberoende s.v. likformigt fordelade Gver [0,1] och g:[0,1]—
R en integrerbar funktion. Forklara varfor fol g(z) dz kan skattas med Y | g(&)/n.
Varfor ar denna skattning bra jamfort med konventionella numeriska metoder for att
berdkna integraler da g ar irregulér (t.ex. ej deriverbar). (2.5 poing)

‘ Uppgift 6 (projekt 2) ‘ [a] Det filter som utnyttjas i projketet &r ett sa kallat
signalanpassat filter, dvs. ett filter vars utsignal ar den bista méjliga for att avgora
vad som sants. Forsok relatera filtret i projektet till teorin for signalanpassade filter
i kursen, och forklara hur de hanger ihop. (2.5 poang)

E Diskutera nagra modifieringar som behover goras av rdkningarna i projektet om
bruset W (t) har en ”verklig” kovariansfuktion 7y (¢), som tar virden skilda fran
noll dven i andra punkter &n nollan, t.ex. 7y (t) = e %, (2.5 poang)

Lycka till!‘




Losningar till tentamen i stokastiska processer den 14/4- 04

Uppgift 1| [a] For en Poissonprocess med intensitet A ar X (1) ~ Po(\- 1)
Po()), sa att mx(1) = E{X (1)} = E{Po(\)} = A. Alltsa &r A=2, sa att P{X (2
_X( ) - 1} —stationdra okningar P{X( ) X(O) = ]-} =X (0)=0 P{X(l) = ]-} = P{PO()\)
1} =P{Po(2)=1} = 272

[b] ALTERNATIV 1. For en Wienerprocess dr ry(1,2) = o min{1,2} = o2. Alltsa
ar o?=1, sd att P{W(2)—W (1) > 1} =sasiontra skningar P{W (1) =W (0) > 1} =w(0)=0
P{W(1) > 1} = P{N(E{W(1)}, Var{W(1)}) > 1} = P{N(0,0?min{1,1}) > 1} =
P{N(0,1)>1} =1-P{N(0,1) <1} = 1-®(1).

ALTERNATIV 2. Som i alternativ 1 fas att o?>=1. Eftersom W (t) ar en Gaussisk
process a&r W (2)—W (1) N(i,6?)-fordelad, dir g =E{W (2)-W (1)} = E{W(2)}—
E{W(1)} = mw(2)—mw(1) =0-0=0 och ¢*= Var{W(Q)—W(l)} = Var{W(2)}
—2Cov{W(2),W(1)}+Var{W (1)} = rw(2,2)—2rw(2,1)+rw(1,1) = 0> min{2, 2}
—20?min{2,1} +0?min{1,1} =1-2—-2-1-14+1-1=1, sd att P{W(2)-W(1)>
1} =P{N(0,1)>1} = 1-®(1).

Eftersom X (¢) ar vixande &r P{X(2)—X(1)=—-1} = 0. Eftersom W (2)-W(1
har en kontinuerlig och symmetrisk (normal-) fordelning, sa ar P{W(2)—-W (1) =
1} =0 och P{W(2)-W(1)>0} =2

[d] AuTERNATIV 1. For en svagt stationiir process X () med derivata X'(t) &r

enllgt sats 3.6 rx x’ (t, t+T) = 7"3( (T) = _7’{)((_7_) = —Txx’ (ta t_T) stationiirt korrelerade
= —rx x'(t+7,t), dvs. vi har antisymmetri i.st.f. symmetri.

=1

ALTERNATIV 2. Det ar fullt mdjligt att t.ex. Y(s) = X(¢) medan Y (¢) ar okor-
relerad med X(s), vilket ger rxy(t,s) = Cov{X(¢),Y(s)} = Cov{X(t),X(t)} =
Var{X(t),X(t)} > 0= Cov{X(s),Y(t)} = rxy(s,t), dvs. ej symmetri.

[e] ALTERNATIV 1. For X(t) svagt stationdr med derivata X'(¢) ar enligt forsta
16sningen till uppgift 1d px, X, (t,t+7) =rx x/(t,t+7)//rx(0) rx(0) = —rx x/(t +
7,1)/4/rx(0) 7x(0) = —px x' (t+7,t), dvs. antisymmetri i.st.f. symmetri.
ALTERNATIV 2. Da X(t) och Y(t) &r svagt stationdra dr pxy(s,t) = rxy(s,t)/

rx(0)ry(0), sa att pxy(s,t) ar symmetrisk om och endast om rxy(s,?) ar sym-
metrisk. Det senare ér ej sant i allmanhet enligt 16sningen till uppgift 1 d.

[a] ALTERNATIV 1. For kontinuerlig tid iir enligt sats 7. 3 le =
my ([ hi(s)ds) = mx ([ h(s) ds) ([ hi(s)ds), r2,(7) = [% [% bi(u)hi(v)ry
(T+u— v)dudv—f I 5 5 h(u hl( )h( )h(y)ry(T—i-u v+T— y)dudvdmdy,
medan 7z z,(7) = Cov{f h1 )Y (t—u) du, [72 h2 Y(t—i-T v)dv} = [T %
hy(w)he(v)ry (T4+u—v) dudv = f ) oo Bosy o h1 (W)h(z)h(y)rx(T+u—v+z
—y) dudvdzdy. Byt ut 1ntegralerna mot summor i dlskret tid.

ALTERNATIV 2. Fér kontinuerlig tid ar my, = E{(hxhxX)(t)} = E{ f > f > h (u)
h(v) X (t—u—v) dudv} = [ [7° hi(u)h(v) BE{X (t)} dudv = ([ hi(u f h(v)
dv)mx, rz,(T) = Cov{(hl*h*X)() (hixhx X)(t+7)} = Cov{ [ f h1 (u h(x)X
(t—u—z) dudz, [*_ [ hi(v X(t+r—v—y) dvdy} = [Z_[* f f hy(u)h(x)
hi(v)h(y )Cov{X(t—u—a:) X(t—l—‘r—v—y)}dudxdvdy f_oof_oof_oo f_oo ha( ) (z)hy(v)
hMy)rx(t+u—v+z—y)} dudzdvdy och 71z z,(7) = Cov{(hixhxX)(t), (hgxhxX



Jt+7)} = Cov{ [~ [ hi(u )X(t u—x)dudz, [ [ ho(v)h(y) X (t+7—
v—y) dvdy} oo ol ot f h1 hg( Yha(y )Cov{X(t —u—zx), X(t+7—v—
y)} dudzdvdy = f_oo f_oo f_oo f_oo h1 h(x)he(V)h(y)rx(T+ u—v = x—y)} dudzdv

dy. Byt ut integralerna mot summor i diskret tid.

[b] ALTERNATIV 1. Ikontinuerlig tid ar enligt 16sningen till uppgift 2 a Pz, z,(f) =
B 20,2 (f) = [0 [ oo S oo S oo oo ® 2 () ha(v) (@) h(y)rx (T +u—v +2—
y) dudvda:dydT — f f f f f 27l ., (1) €270 by (1) €275 b() €= 9279S
e 2t (o ) dudvdedydr =s—r u-urmy= ([ 2 by (u) du)
(5, e 2y (o) do) (5, ¢ h(a) da) ([, e #07h(y) dy) ([, & PrFFrx(7) dF) =
Hi(f)Hy(f)H(f)H(f)Px(f). Byt ut integralerna mot summor i diskret tid.

ALTERNATIV 2. Enligt 16sningen till uppgift 2 a ar 7z, z,(7) = (hi(—)*hoxh(
—)xh*xrx)(T), s& att, enligt rakneregler f6r Fouriertransformer, Pz, 7, (f) = (§*
r21,2,)(f) = F (=) (H)E he) () E A=) (B RN rx)(f) = Hi(f)
Hy(f)H(f)H(f)Px(f)-

Uppgift 3 | En summerbar funktion r:Z—R ar en kovariansfunktion om inversa

Fouriertransform P(f) = (F '7)(f) = > pe_ e 2"k r(k) &r en spektraltithet, dvs.
om P(f) ar icke-negativ och symmetrisk (samt integrerbar éver [—3,1]).

I vart fall ir P(f) = Y50 e 2™k r(k) = a+be ™ +ce/ = a+ L(c+b) (™7
+e 210 + L(c—b) (€?™ —e ™) = a+ (c+b) cos(2m f) + (c—b) i sin(27 f).

Symmetri for P(f) innebdr att b=c. varvid P(f) = a+2bcos(2nf) &ar icke-

negativ da |2b|<a. Alltsa ar r(k) en kovariansfunktion da b=c¢ och [2b<a.

W Kontinuitet for X (¢) i t=t, innebar att E{[X (¢)—X (t0)]?} =stationara
6kningarE{X(t_t0)2} =sjalvsimilaritet E{|t—t0‘2HX(1)2} — 0 dé t—)t(), Vllket ér uppfy]]t
om och endast om E{X(1)?} <co.

Uppgift 5 | Eftersom det ar klart att X (¢) &r en Gaussisk process ricker det visa

att X (t) har vantevirdesfunktion mx(t) =0 och kovariansfunktion rx(s,t) = o2
min{s, ¢}. Detta galler eftersom mx(t) = E{X(¢)} = E{tW({t 1)} =tmw (1) =t
0=0 och rx(s,t) = Cov{X(s),X(t)} = Cov{sW (s~ 1), tW({t ")} = stry (s, t7!
) =sto?min{s™, ¢t} = o? min{sts~!, stt7!} = 0? min{t, s}.

‘ Uppgift 6 (projekt 1) ‘ [a] Utnyttja t.ex. foljande Mathematica-kod:

In[1] := <<Statistics‘ContinuousDistributions*
In[2] := n=1000; antal=0; steglt_]:=If[t>=0,1,0];
In[3] := For[i=0,i<=n,i++,

xi=N[Table[Random[ExponentialDistribution[1]],{50}1];
hopp=Table [Sum[xi[[i]],{i,1,k}]1,{k,1,50}1;
X[t.]:=Sum[steg[t-hopp[[k11],{k,1,50}]1-t;
maxima=NMax [Table[X[k/100],{k,0,1000}];
If[maxima>0,antal=antal+1]]

In[3]:= Pskattn=antal/n

El Forsta fragan ar 6vning 0.12 i boken, och 16sning finns dar. Skattningen ar
inte beroende av regulariteten for ¢, och darmed vid irregularitet bra jamfort med
konventionella metoder, som ju i allménhet fordrar regularitet.



‘ Uppgift 6 (projekt 2) | [a] Enligt teorin for signalanpassat filter 16ser det op-
timala filtrets impulssvar h(u) for detektering vid tiden ¢ ekvationen s(t—u) =
hyxrw (u). Insatt t=(n+1)T, rw(u) = (No/2)d(u) samt s(t)=1 for t€[0,T] och
s(t)=0 for ovrigt, sa ger detta s((n+1)T—u) = (No/2)h(u), dvs. h(u)=2/N, for
u€[nT, (n+1)T] och h(u)=0 for 6vrigt, vilket sa nér som pa en oviktig konstant &r
det impulssvar som utnyttjas i projektet.

El Detta kan man om man gjort projektet ordentligt.



